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Predgovor

"Nema nista prakti¢nije od (dobre) teorije"

— Ludvig Bolcman

Ova zbirka predstavlja skup zadataka koji se u velikoj meri rade u okviru predmeta
Statisticka fizika na Institutu za fiziku Prirodno-matematickog fakulteta u Kragujevcu.
Zadaci predstavljeni u ovoj zbirci se mogu pronaéi u istim ili adaptiranim formulacijama i u
drugim zbirkama zadataka iz Statisticke fizike. Autorski zadaci u ovoj zbirci bi¢e naznaceni
simbolom #. Po akreditaciji ovaj predmet imaju studenti cetvrte godine osnovnih akadem-
skih studija fizike. Zbirku, pored studenata fizike na Prirodno-matematickom fakultetu u
Kragujevcu, mogu koristiti i svi studenti fizike koji takode imaju predmet Statisticka fizika
na drugim fakultetima koji skoluju buducée fizicare. Materijali predstavljeni u zbirci ¢ée vre-
menom biti menjani i dopunjavani. Ukoliko posle ¢itanja materijala predstavljenog u ovoj
zbirci imate neki komentar ili sugestiju javite se na email milos.adamovic@pmf.kg.ac.rs,
svaka sugestija je dobrodosla.

Milos Adamovié



Fenomenoloska termodinamika

1 Termodinamika

Zadatak 1. Za dve date funkcije z = z(z,y) i w = w(z,y) dokazati da vaze sledece
relacije:

— Resenje: N
Polazeéi od
0z 0z
dz = d — ] d 1.1
: (833)y “(ay)w Y (L)
i
_ (% @)
dy_(@x)zdx+(8z $dz (12
dobijamo
i) (7).(5), o (3).(5)
dy=|1=2 Z7 - d — | d 1.
4 [(ax)z+(8z 2 \0z/y 7\ oz 2 \0y/, Y (13)

ili

=G (GG Jor |G, (5).

ay) (8z)
ZJ ZZ) 1=
(az 2 \0y/, 0

Prvo imamo:

ili:

8y) 1
(7 - 0 (1.6)
el (5),
Dalje dobijamo:
Jy 6y) (32)
Z7 hd:4 = = 1.
(ax)z+(82 «\0z/y 0 (L.7)
i iz toga takode:
or dy 0z
— — ] =-1 O 1.8
(8y)z(8z)w(8x)y (18)

1. Termodinamika



TERMODINAMIKA

Dodatno, polazeci od:
0z 0z
_(9% 9z 1.
dz (ax)yder(ay)xdy (1.9)
i takode:
_(% @) ,
dy_(@w)zdw+(8a: wd{L (1.10)
kao kombinovani rezultat imamo:
0z 0z Qy 0z By)
dz=||l— — —= d — — | d 1.11
: [(ax)er(@y)x(@x)w] x+(8y)x(8w x v (L11)
$to poredimo sa: @
0z 0z
dz—(a)wdx+(a—w)mdw (1.12)
Prvo se dobija:
0z 0z 0z 8y)
=) =(= Z) (=) O 1.13
(8x)w (ax)f(ay)z(ax (113)
ijos:
0z 0z oy
— ) == — O 1.14
(8w)z (8y)m(8w)x (1.14)

Zadatak 2. Odrediti da li sledeée diferencijalne forme predstavljaju totalne (egzaktne
diferencijale):

(i) dA= (2 +¥)dT + (3 +2)dV,
(if) dB=pdV - Vdp,
(iii) dC =p*dT - Ldp,
(iv) dF = 2TVdT + T%dV,

(v) dG =3T(Tp-2)dT + (T> + 2p)dp.

— Resenje: N

Znamo da za prvu diferencijlnu formu vazi:

Ay 2V
(57), v 7
(%) 3V 49
av)r T

(1.15)

Proveravamo definiciju egzaktnog diferencijala:

PA  9PA
vVaT — aTovV

(D) ()
ov\v T T v

2 1 3V

Vet

(1.16)

i dobijamo:




TERMODINAMIKA

te stoga zakljucujemo da dA nije totalni diferencijal.

Dalje, znamo da za drugu diferencijalnu formu vazi:
(CLB) _
av), P

aB)
=) =-v
(0p v

Testiramo da i je totalni diferencijal:

(1.17)

O’B _ 9°B
opdV — OVop

(1.18)

i dobijamo:
0 0
87) (p)v = W
1+£-1

¥y (1.19)

pa zakljucujemo da dB nije totalni diferencijal.
Dalje, znamo da za treéu diferencijalnu formu vazi:

oC )
(o), =7

(80) 77
op T_ p

Testiramo da i je totalni diferencijal:

(1.20)

2 2
0°C _ 0°C (1.21)
ovoT oTop
i dobijamo:
0 0 T2
0o ()
o P (1.22)
2p=——
p
pa zakljuc¢ujemo da dC nije totalni diferencijal.
Dalje, znamo da za cetvrtu diferencijalnu formu vazi:
(aj) =2TV
oT v
(1.23)
(aj) =T?
ovVir
Testiramo da li je totalni diferencijal:
’r ’r
0 0 (1.24)

VAT ~ oToV
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i dobijamo:

) )
G (2TV), = 7T (T2)V

2T =2T

(1.25)

pa zaklju¢ujemo da dF jeste totalni diferencijal.
Dalje, znamo da za petu diferencijalnu formu vazi:

(Z%), ~37(Tp-2)
),
dp

(1.26)
) =73+ 2p

T
Testiramo da li je totalni diferencijal:

»’G G
OpdT  OTdp

(1.27)
i dobijamo:

0 o .

s (37%p—6T), = = (T° +2p),

T oT
372 =377

(1.28)

pa zakljucujemo da dG jeste totalni diferencijal.

(. J

Zadatak 3. Odrediti relaciju koja predstavlja vezu izmedu kaloricke U = U(T,V) i
termicke jednacine stanja p = p(T, V) za termomehanicki sistem.

— Resenje (I nacin): N

Polazimo od:
dU =TdS - pdV (1.29)

i koristimo funkcionalne zavisnosti:

U=U(T,V)
(1.30)
S=8(T,V)
Sada (1.29) dobija oblik:
ou ouU oS oS
(8—T)VdT+(W)TdV—T[(a—T)VdTJr(W)TdV]—pdV (1.31)@

Razdvajanjem, dobijamo:

(22),+(22), oo -[(22), -7(2) Jr-0

Poredenjem obe strane jednacine dobijamo:

(30) (5, 0
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Dodatno, na osnovu Meksvelove termodinamicke relacije:

oS dp
— == 1.34
( oV )T ( oT )V (1.34)
konacno dobijamo trazenu vezu:

(%)T :T(%)V P (1.35)

— Resenje (II naéin): N

Polazimo od diferencijalne forme slobodne energije F' = F(T,V):

oF oF
dF:(—) dT+(—) qv

T v oV /r (1.36)
dF = —SdT - pdV

Dodatno, koristimo vezu slobodne energije i unutrasnje energije:

F=U-TS (1.37)

koju diferenciramo po zapremini, a pri konstantnoj temperaturi:
oF ou oS
— ) == -T|=— 1.38
(3V)T (3V)T (3V)T ( )

- (30), (28,

gde smo u prethodnoj relaciji iskoristili i jednu poznatu Meksvelovu termodinamicku

(3

i dobijamo:

relaciju. Ponovo smo potvrdili da vazi veza:

(%)T:T(%)V‘p (1.40)

(. J

Zadatak 4. Odrediti odgovarajuée Meksvelove termodinamicke jednacine iz uslova za
totalni diferencijal diferencijalnih formi unutrasnje energije U, slobodne energije F,
Gibsovog termodinamickog potencijala G i entalpije E.

— ResSenje N

Polazimo od diferencijalne forme unutrasnje energije U = U(S,V):

ou ou

dUz(%)vdSJr(W)SdV (1.41)

dok koris¢enjem Bornovog ¢etvorougla znamo da se moze pisati dalje:

dU = TdS - pdV (1.42)

Uslov za totalni diferencijal je:

(57), - (55), (149
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Sto je zaista jedna od Meksvelovih termodinamickih relacija. Dalje, za slobodnu

energiju F'(T,V) imamo:

oF oF
dF = (2£) ar+ (%) av = —-SdT - pdv 1.44
(8T)V i (av)T P (1.44)

a uslov za totalni diferencijal i jos jedna Meskvelova relacija je:

(7). - (), (149

Diferencijal Gibsovog termodinamickog potencijala G = G(p,T):

oG oG
dG =\=—= ) dI'+|—] =-SdT'+Vd 1.4

@

a iz uslova za njegov totalni diferencijal imamo slede¢u Meksvelovu relaciju:

),

Na kraju diferencijal entalpije E = E(S,p):

dE:(a—E) 45+(a£) dp =TdS + Vdp (1.48)
oS D 3]9 S

a uslov totalnog diferencijala entalpije daje Meksvelovu relaciju:

().,

Zadatak 5. Odrediti vezu izmedu datih funkcija odziva:

“ _1(5_‘/) . __l(a_V) 3 _1(@)
Pmyl\or), " v\apl), Y ploar)y

koristeéi osobine Jakobijana.

— ResSenje N
Polazimo od definicije koeficijenta izobarnog termickog Sirenja i koristeéi osobine

Jakobijana dobijamo:

1 ovy 10(V,p)

Wy (a?),, TV a(T,p)

__19(V,p)

T Vo)

__18(V,p) d(V,T) )
VoV, T) d(p,T) (1.50)

_1.0(p,V) AV, T)

TV a(T,V) a(p,T)

__l(@) (‘l‘/)
~vi\ar)v\ap/;

= —é(Pﬂv)(—VﬁT) =pPvrr O
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Zadatak 6. Dokazati da izmedu adijabatske kompresibilnosti:

. __l(a_v)
S V 3p S

i izotermske kompresibilnosti:

termomehanickog sistema, postoji veza:

C,
RT = —pﬁs

Cy

gde su Cp, i Cy odgovarajuci toplotni kapaciteti.

— Resenje (I nacin):

Polazeéi od odnosa:

-1 (81) A(V,T)
T

Hl_ dp _ 9(p,T)
T o1 (av)  aW.s)
s (%), s
_o(V,T) o(p,S) _ (QT) (QS)
oV, 8) ap, T) \os/v\oT),
(57)
_\art/)p T
(57)y T
RT Cp
= O
RS CV

sto je i trebalo dokazati.

(1.51) (6)

(.

— Resenje (II nacin):
Podimo od:

(&) -2

ap T 8(p7T)

oV, T) 9(V,5) 9(p,5)
(v, S) d(p,S) 0(p,T)

(5).(5).2),

17}

Konacno dobijamo:

sto je i trebalo dokazati.

Mnozenjem obe strane prethodne jednacine sa —1/V dobijamo:

_l(al) __ 1 1 (al) (@) T
Vv\oply V(@)V op)g\oT ), T

(1.52)

—~

1.53)

(1.54)
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Zadatak 7. Dokazati da za razlike toplotnih kapaciteta vaze sledece relacije:

oV op
- =T = it
o =COv (aT)p(aT)v

cr-cv=((3),) (),

— Resenje:

Polazimo od definicije toplotnog kapaciteta pri konstantnom pritisku:

S

Cp = T(a?)p (1.55)

koju dalje raspisujemo na sledeéi nacin:

a(S,p)
o(T,p)
_ ., 0(8,p) O(T,V)
~ AT, V) o(T,p)

(G, ), - (50, (Gr),)(55),

7 (or), (ov), (5), 7 (ov), (or). (55,
(5, (5), (). (5), Gr),
“e-1(5,), (r),

- (G), (7).

19)% Op
o-over(3) (),
pouv \OT )y

oT
gde smo prethodno iskoritili nekoliko veza:

08
:T —_—
Cv ((9T)V

(7). (5).-(5), (57

(), (5r),

Cp=T

(1.56)

Dalje ukoliko krenemo od izraza:

av-ov-(55), (57), (5), (59

i zamenimo jedan deo Meksvelovom relacijom (g—g)T = (%)V dobijamo dodatno:

ooa-r(@)VG), 0w
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Zadatak 8. Jednacina stanja gasa je data sledecom relacijom:
a
(p+ﬁ)(V—b) - RT

energije gasa.

Gas trpi izotermnu promenu zapremine sa V; na V5. Izracunati promenu slobodne

— Resenje:

Polazimo od diferencijala slobodne energije F' = F(T,V):
dF = -pdV - SdT
odnosno pri konstantnoj temperaturi:
dF = —pdV

Promena slobodne energije je data kao:

B Vo
AF = f dF = f —pdV
A 1%}

Na osnovu jednacine stanja imamo:

. BT
Py " vy
Tako imamo:
\%
AF = 2(i_£)dv
vi \VZ2 V-p
Va dV V2 dV
= = _RT ey
“ v, V2 i V-b
:—a(i—i)—RTlnvz‘_b
‘/é V1 Vl_
=- Vl_VQ—RTlnv2
Vs 1-
AF a2V gy V70
1V Vo -

(1.60)

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

Zadatak 9. Dokazati da za idealni gas vazi tzv. Majerova relacija:

C,-Cy =nR

gde je n broj molova idealnog gasa, a R univerzalna gasna konstanta.

Resenje:

Polazimo od poznate relacije:

dp oV
_ g o ' gy
Cr=Cv (aT)V(aT)p

(1.65)
J

10



TERMODINAMIKA

Znamo da za idealni gas vaze relacije:

Zatim odredujemo:

Konac¢no dobijamo:

oV = nRT —» p= "EL , _niT
14 P
Prvo odredujemo:
(2) -(LnRr) _nf
or)y \or VvV )y V

(1.66)

(1.67)

(1.68)

(1.69)

navedenim jednacinama stanja:

pV = RT
a
(p+ W)(V_b) =RT

Zadatak 10. Odrediti razliku toplotnih kapaciteta C, — Cy za gas koji se pokorava

— Resenje:

Znajuéi da vazi relacija:

op ov
- =T(=£ b
Cr=Cv (aT)V(aT)p

Razmatramo prvu jednacinu stanja i zaklju¢ujemo da:

_RT BT

P \%

i na osnovu toga imamo:

C,-Cy =R

_ BT a

Py v

1 a
7= (rr ) V-0

Za raziku toplotnih kapaciteta za prvu jednacinu stanja dobijamo:

Ukoliko posmatramo drugu jednacinu stanja lako dobijamo da vazi:

(1.70)

(1.71)

(1.72) (10)

(1.73)

(1.74)

11
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Na osnovu toga u drugom sluéaju imamo:

i dodatno:

(8V)): (8; RV3 1.76) (19

°r - - -
oT W)p 2ab—-aV +pV
Konacno za drugu jednacinu stanja dobijamo:

R RV3
V —b2ab-aV +pV3

(. J

C,-Cy=T (1.77)

Zadatak 11. Dokazati da unutrasnja energija ne zavisi od zapremine sistema, ako je
termicka jednacina stanja sistema data relacijom:

p=f(V)T

gde f(V) predstavlja neku funkciju samo od zapremine.

— Resenje: N

Koristimo se ranije odredenom vezom:

(5), =7 (57, (1.78)

Zamenom termicke jednacine stanja dobijamo:

ay

(g—g)T:T(a%(f(V)T))V—p=Tf(V)—f(V)T=0 O (L79)

(. J

Zadatak 12. Termicka i kaloricka jednacina stanja za neki termodinamicki sistem

date su kao:
_ AT?

P="y

U =BT 2 + £(T)
7

respektivno. A, B, n, V; su konstante a f(7T') je neka funkcija koja zavisi samo od
temperature. Odrediti B i n.

— Resenje: ~
Polazeci od veze: oU op
(o), =7 (57), -7 (150
prvo odredujemo: ,
(%)V - 3AVT ws1) @

i dodatno:

(5% =prits =2 (1.52)
T

v ViV, V

12



TERMODINAMIKA

Raspisivanjem:

3AT?  AT® BT
Vv vV Vv

Dodatno odredujemo:

2AT® BT" (1.83)
vV oV @
2AT? = BT?
i poredenjem zaklju¢ujemo:
B=2A,n=3 (1.84)
Zadatak 13. Dokazati da vazi relacija:
(7).
oToV
Cp - CV = TW (185)
ovz2/r
gde je F slobodna energija sistema, a T' njegova temperatura.
— Resenje: N
Polazimo od relacije:
op ov
c,-C :T(—) (—) 1.86
P v or/v\oT/, ( )
i koristimo vezu pritiska i slobodne energije:
OF )
=—|= 1.87
r=-(5v). (187)
Na osnovu toga imamo:
OF oV
6p-cv=-1((2) ) (2) 155
pov ov)r)y\or), (1.88)

KT

(L) 20n) o 00Ty ) (159
or/)p, o(T,p) OV,T)d(T,p) T v '
Na kraju imamo:
O0°F (0Op ov
Cp-Cy=T — —
PRV aTov (aT)v ( ap )T
O*F 9°F 1
Cp,-Cy =- :
aToV oToV (aig;)T (1.90)
(#5)
C,-Cy =T O
(5v2)
Zadatak 14. Dokazati vazenje sledece relacije:
2
C,-Cy =VT2 (1.91)

13
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gde su ay, i k7 ranije definisane funkcije odziva.

— Resenje:
Polazeéi od relacije:
dp oV
C,-Cy=T|=—= —
pov (aT)V(aT)p

i priseCanjem veza i definicija:

. __l(QK)
= Vv 3p T

o= L ()
Pvi\orl,

_1(0p
by = p (3T)v
ap:pﬂVKT

Lako vidimo da se (1.92) moze zapisati u obliku:

2
Oép

(1.92)

(1.93) (14)

Cp - CV = TpVBVozp =Vr— o (1.94)
KT
Zadatak 15. Dokazati da vazi sledeca relacija:
ou
o - (57)
VAot )y
— Resenje: N
Polazimo od zakona:
TdS =dU + pdV (1.95)
Raspisujemo diferencijalnu formu za U = U(T,V):
ou oU
TdS:(—) dr (—) dV + pdV 1.96
ar )y T\av ) 4T (1.96)
Pri konstantnoj zapremini:
&Q:Iusz(gg) dT (19n<:>
oT v
Koristeéi definiciju toplotnog kapaciteta:
oQ
Cy == 1.98
v ( dT )V ( )
dobijamo:
ou
c :(—f) 1.99
Vo\or)y (1.99)

Zadatak 16. Dokazati da vazi sledeca relacija:

%~(a),~(57), +(5)
r=\ar), \ar), P\ar),

14



TERMODINAMIKA 15

— Resenje: N
Ukoliko razmatramo unutrasnju energiju i zapreminu sistema kao funkcije pritiska

i temperature, polazeéi od:

0Q =dU + pdV (1.100)
imamo:
oUu oUu ov oV
0Q=\—| dT — ] d — | dT — ) d 1.101

Pri konstantnom pritisku se dobija:

ou ov
5 :(—) dT (—) dT 1.102
@=\ar), T r\5r), (1.102)
i koriséenjem definicije toplotnog kapaciteta pri konstantnom pritisku:
oQ
Cp=|— 1.103
(), (1.103)
zaklju¢ujemo da vazi:
ou ov
C,=|= — O 1.104
v (aT)p+p(aT)p (1.104)

Zadatak 17. Dokazati da iz III zakona termodinamike sledi da toplotni kapacitet
tezi nuli kada temperatura tezi nuli.

— Resenje: N

Definicija toplotnog kapaciteta u opstem sluc¢aju bi bila:

85)1 (1.105)

C, = T(—
! or
gde x predstavlja konstantnu veli¢inu, poznati toplotni kapaciteti za x = p, V. Treéi

zakon termodinamike mozemo napisati u obliku:

lim S =0 (1.106)
T-0

)

Ukoliko malo modifikujemo prethodni izraz:

TS &) oS
lim § = lim —= = lim ~27 7% = ]im (S +T (—) ) =lim S+ limC, (L.107)
T-0 T-0 T T-0 (%)1 T-0 0T ),) T-0  T-0

gde smo iskoristili opstu definiciju toplotnog kapaciteta i Lopitalovo pravilo, dobi-

jamo na kraju da:

lim C,, = 0 (1.108)
T-0

Zadatak 18. Jedan mol idealnog gasa na pocetnoj temperaturi 7y promeni zapreminu
sa Vg na 2Vp: a) pri konstantnoj temperaturi, b) pri konstantnom pritisku. Naéi rad

koji je gas izvrSio pri sirenju i apsorbovanu koli¢inu toplote pri tome.
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— Resenje: <
Rad koji je izvrsio 1 mol idealnog gasa pV = RT na konstantnoj temperaturi pri
sirenju se odreduje:

B 2Vo dV
AW = f pdV = RT, f & RTym2 (1.109)

A Vo V
Unutrasnja energija idealnog gasa je U = %RT = U(T). Posto unutrasnja energija
zavisi samo od temperature, kolicina toplote koja se apsobuje pri konstantnoj tem-
peraturi je:

AQ =AU +AW = RTyIn2 (1.110)
——
0
Dalje pri konstantnom pritisku rad koji gas izvrsi je:
2Vp
AW = /v pdV = p(2Vp - Vo) = pVo = RT (1.111)
0

Dalje, promena unutrasnje energije:

Av= 3 a2 30 = 2 Rr 1.112
_Vo 517 —5130—5 0 (- )

a apsorbovana koli¢ina toplote u ovom slucaju je:

AQ =AU+ AW = gRTO (1.113)

Zadatak 19. Dokazati da su infinitezimalne promene rada i koli¢ine toplote za ter-

momehanicki sistem nepotpuni (neegzaktni) diferencijali.

— Resenje: N
Polazeéi od dW =pdV za V =V (p,T) moZemo pisati:
ov ov
dW =pdV = — | dT+{— | d 1.114
v =s|(57) o+ (57, ] @10

Uslov za totalni diferencijal rada bi bio:

g (oV g (oV
Z ol 2= = =p(=— 1.115
(8pp(8T)p)T (an( ap )T)p (1.115)
iz koga dobijamo: @
oV 0*V o?V
v = = 1.116
(aT),, P oot ~Porap (1.116)
i da bi prethodni izraz bio zadovoljen mora da vazi:
ov
—] = 1.117
(57), - a1)

sto u opstem slucaju nije tako, pa stoga rad termomehanickog sistema nije egzaktni
diferencijal i obi¢no se daje u oznaci 6W umesto dW.
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Sli¢no, za koli¢inu toplote d@ = dU + pdv i U = U(T, V') imamo:

ou ou
Uslov za totalni (egzaktni) diferencijal je:
0 (({0U 0 (oU
— | = === 1.11
(aT((aV)T+p))V (8V(8T)V)T (1.119)

sto nam daje: @

2 2
oU +(@) _ov (1.120)
orov. \oT /)y oVoT
Da bi infinitezimalna promena koli¢ine toplote bila totalni diferencijal mora da vazi:
Ip
— | =0 1.121
( oT )v ( )

Sto u opstem slucaju ne vazi. Stoga infinitezimalna promena koli¢ine toplote nije

egzaktni diferencijal i obi¢no se koristi oznaka §@ umesto d@.

Zadatak 20. Polazeci od relacije:

TdS = dU — pdV
proveriti vazenje relacije:
op,V) _
T, S)
— Resenje: N

Ukoliko krenemo od funkcija U = U(z,y), S = S(x,y), V =V (x,y) dobijamo za
oblik polazne relacije zadatka:

()3 v, 3 o[, 0+ () 9

(1.122)

iz Cega poredenjem imamo:

(‘?fi)y:T(?ﬁ)y—P(g‘;)y (1128) (35
(5). (). +(3)

Uslov za totalni diferencijal U je:

(1.124)

odakle se dobija:

() (89),+T25 -(2) (), -pEk = (%), (%) +T25 -(2), (%) -p2y  (1.125)

Dy y dydx dy oz Jy ~Payoz Dz ay ), dxdy ~ \ oz Ay dxdy
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Dalje imamo:

(), ()06, (.5, o

odnosno:

(). (L), (.5), oo

U prethodnom koraku prepoznajemo definiciju Jakobijana:

AT.S) o(p.V)
3(y.x) ~ (y.2) (1.128) (20)

Zajednickim mnozenjem oblika:

AT, S) O(y,z) _0V) 0(yx)

. — . 1.129
(p.) AT.S)  dy.x) (T.9) (1.129)
dobijamo konacno:
op,V)
TS ! (1.130)

Odabirom odgovarajué¢ih parova za parametre x i y mogu se dobiti i Meksvelove

termodinamicke relacije.

(. J

Zadatak 21. Za neko c¢vrsto telo eksperimentalno je utvrdeno da u oblasti pritiska
p1 < p < p2 njegov koeficijent izobarnog termickog Sirenja ima sledeéi tip zavisnosti od
pritiska:
1 (0V 1 9
oap==|==| ==(a+bp+c
g v(aT)p ylarirrer)

gde su a, b, c konstante. Za koliko ¢e se promeniti entropija ovog tela pri izotermnom
sabijanju od p; do ps?

— Resenje: N

Trazimo promenu entropije S = S(T,p):

p2 p2 oS oS
AS = = = = 1.131
s=["as= [7|(5),+(5), ] (L131)

Pri konstantnoj temperaturi (izotermni proces) imamo:

AS = m(@) dp (1.132)
pP1 810 T

Dodatno koristimo Meksvelovu termodinamicku relaciju:

S ov
=) === 1.133
(5), (57, (1133)
tako da dobijamo:
P2 (OV
as=- [ (—) d 1.134
. \ar) (1.134)
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Iz definicije koeficijenta izobarnog termickog Sirenja i njegovog oblika za dato ¢vrsto
telo lako se zakljucuje da vazi:

(g‘;)p:a+bp+cp2 (1.135)

Stoga za promenu entropije imamo:

P2 b c
AS = : (a+bp+cp2)dp:a(p1—p2)+§(p§—p§)+§(pi’—p§) (1.136)

Zadatak 22. Koeficijent izobarnog termickog Sirenja oy, za vodu je negativan pri tem-
peraturama 0°C < t < 4°C. Pokazati da ¢e u tom intervalu temperatura reverzibilno
adijabatsko sabijanje imati za posledicu njeno hladenje a ne zagrevanje.

— Resenje: ~

Polazedi od:
TdS = dU + pdV (1.137)

Raspisivanjem diferencijalne forme unutrasnje enegije U = U(T,V) i dodatno zna-
juéi da pri adijabatskom procesu 6Q) = T'dS = 0 dobijamo:

ou ou
O=|=—) dT+| =) dV +pdV 1.138
(3T )V " ((3'V)T TP ( )
Dalje koristimo i veze:
ou Op oU
— | =T|=| -p,Cv=\=— 1.139
(av)T (aT)V v (8T)v (1-139)

Na osnovu uvedenih veza se dobija:

0

0= CydT - pdV +pdV+T(—p) % (1.140)
oT v

Parcijalni izvod u prethodnoj relaciji ¢emo izraziti preko izobarnog termickog koefi- @

cijenta Sirenja i izotermske kompresibilnosti:

(@) _ A, V) _ 9, V) (p,T)
or)y T,V a(p,T)d(T,V)

-(57), (G¥),) ()

_(87‘/) LV o
\or p(%)TV‘KT

Na osnovu toga imamo konacno:
@p
0=CydTl'+T—dV
kT

T
Oy =T22qy —ar = -2
KT H:TOV

(1.142)
dv

Zaklju¢ujemo, na osnovu prethodne relacije, da ¢e sabijanje vode imati za posledicu
njeno hladenje a ne zagrevanje.
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Zadatak 23. Izvesti jednacinu adijabatskog procesa za idealni gas.

— Resenje: N

Polazeéi od

0Q =dU + oW (1.143)
Znamo da za idealni gas vazi:
(a—U) ) (1.144)
ovVir '
jerje U = %Nk:BT. Dalje imamo:
ou
1 :(—) dT + pdV 1.145
@=\g7), T +p (1.145)

odnosno pri adijabatskom procesu 6@ = 0:

CydT +pdV =0
nRT
dT dV =
CydT + % V=0 @
T _
CvdTJerV:o (1.146)

dT  C,-Cy
— 2 v =0
T oV
dT dv
- -1)— =
T+(7 )V 0

gde smo iskoristili Majerovu relaciju a odnos toplotnih kapaciteta C,/Cy je oz-
naceno sa vy tzv. Poasonov koeficijent. Integraljenje dobijamo:

InT+ (y-1)InV = const (1.147)

odnosno:
TV = const (1.148)

Zadatak 24. Idealni gas sa termickom i kalorickom jednacinom stanja pV = NkgT i
U= %N kpT respektivno, prevodi se reverzibilno iz stanja 1 u stanje 2 na tri razlicita
nacina (videti sliku). Naéi u sva tri sluc¢aja rad koji je sistem izvrsio.

(1) (3)

(1) P2V

Slika 1. Slika uz Zadatak 24.
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— Resenje: N
Prvi nacin prevodenja gasa iz pocetnog u finalno stanje se sastoji od izohornog i
izobarnog procesa, rad koji je sistem izvrsio je:

2 Vo
Way= | pdV = =p2(Vo = V1) (1.149)
1 Vi

Drugi nacin se sastoji od adijabatskog i izohornog procesa, rad koji sistem izvrsi u

ovom procesu je:

<D

_ plvl’)'
i Vﬂy 1 - ’Y

Vo7 - v, 77] (1.150)

Treéi nacin prevodenja sistema iz pocetnog u finalno stanje se sastoji od izotermnog

i izohornog procesa, i rad koji sistem izvrsi pri tome je:

V2 V2 ’I”LRTl V2
- d :f dV = nRTIn -2 1.151
Wis) v pdV vV V =nR nv1 (1.151)

Zadatak 25. Termicka i kaloricka jednacina stanja za klasiéni realni gas (1 mol gasa)
su date:

(p+%)(V—b) _ i

Spr- 2

U=2
2 Vv

Odrediti toplotne kapacitete C), i Cy za ovaj gas.

— Resenje: <
Znamo za pocetak:
oU 3
co = (YY) 23p 1.152
v (3T)V 2 ( )
Dalje koristimo:
dp aVv
c,-C :T(—) (—) 1.153
poEv or)v\or), (1.153)
Prvo odredimo: 9 R
4
ory _ 1.154
(aT)v V-b ( )
Takode znamo da vazi: oV 1
(('TT) - (1.155)
v (57), @)

Poznato je iz termicke jednacine da je:

T:%(p+ %)(V—b) (1.156)
i stoga:
() g
pa na osnovu toga imamo:
Cp = §RJr RT RV (1.158)

2 V-bpV3-aV +2ab
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or

enetropiji (a—p)s u zavisnosti od funkcija odziva oy, i Cy.

Zadatak 26. [zracunati brzinu promene temperature gasa sa pritiskom pri konstantnoj

— Resenje:

Poznate su nam definicije funkcija odziva:

o _i(al)
Pvi\orl,

oS

Na osnovu toga kre¢emo od:

_19(V.p)

-V o(T,

)

_p9(5p)

Cr = T(ETT)p “ AT, p)

p

Dalje imamo:

(8T) _A(T.,85) _ (T, 8) &(T.p)
S 8(]97 S) a(Tvp) B(p,S)

(1.159)

(1.160)

oT N oT Vv -T
) (22 —-[= == — 1.161
(8;0)5 (8p)T( (3S)p) (8T)p(0p) ( )
Na kraju je jasno dobijeno:
3T) ap
— | =VT— 1.162
( 8p S Cp ( )

Zadatak 27. Ispitati kako se C, menja sa pritiskom i Cy sa zapreminom pri izotermnim

reverzibilnim procesima za gasa Cija je termicka jednacina stanja pV = RT.

— Resenje: N

Prvo trazimo izraz koji opisuje promenu C), sa pritiskom pri konstantnoj tempera-

turi:

Posto znamo da vazi:

pa imamo:

(80\/) B
ov )y

(5v).-(5r),

2
(o7)
or? ),

2 2
(1), 2 (r(2)) e r s r(
Op Jp Op oT /) p) 1 OpoT dTop oT
Znamo da vazi: (%) ) _(81)
oply \oT )y
pa dobijamo:
(%) __p(2V
op Jp o1?
P
Sli¢no imamo dalje za promenu Cy sa zapreminom:
(59, - 2 (r(5),), T i 1
ov )y ov\'\or)y)r ~over ~orov ~\oT

s
dp

),)

(50).),

(1.163)

(1.164)

(1.165)

@)

(1.166)
(1.167)

(1.168)

22



TERMODINAMIKA

Za termicku jednacinu pV = RT dobijamo da su promene toplotnih kapaciteta:
ocC.
(%), -0 @
op I
(1.169)
(),
ov )r

Zadatak 28. Entropiju sistema slicnog klasicnom idealnom gasu mozemo zapisati kao:

S(U,V,N) = %SO + Nkg m[(UE) % (%) ] (1.170)
0 0 0 0

gde je U unutrasnja energija, V' zapremina, N broj Cestica, Uy, Vo, No, So su konstante.
Odrediti F(T,V,N) i G(T,p,N).

— Resenje: N

Za idealni gas su kaloricka i termicka jednacina stanja date kao:

U= §NkBT
2 (1.171)
pV = NkiBT
Znajudi vezu:
F=U-TS (1.172)

dobijamo:

(;*NkBT)3V(N)3H (a7 &)

N
F(T,V,N) = szBT—TlNSOJrNkB In 5 o
0 0 0

Druga veza koju koristimo je:
G=U-TS+pV=F+pV (1.174)

pa dobijamo:

N SNERT\® v [ N\
G(T,p,N):ZNkBT—T[NOSO+Nk’Bln[(2 UOB ) %(7) H (1.175)

Zadatak 29. Dokazati vazenje relacije:

oUu o
g _u=-T(Z"
(6N)T,V H (3T)V,N

— ResSenje: N

Polazeéi od veze F' = U —T'S koju diferenciramo po broju cestica pri konstantnoj
zapremini i temperaturi:

(29

oF oUu 0S
v = _T= 1.1
(3N )T,V (31\7 )T,v (31\7 )T,v (1.176)
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Dalje dobijamo:
oUu 0’F
Y T 1.177
a (aN)T,V " (8N8T)V (1.177)
gde smo iskoristili veze:
oF
. (67N)T’V 1.178) (29)
() (1.178)
- \oT v
Na kraju dobijamo:
ou ou )
== T|=— O 1.179
a (aN)T,V+ (aT vy (1.179)
sto je i trebalo dokazati.

Zadatak 30. Izracunati entropiju i odrediti jednacinu adijabatskog procesa sistema
¢ija je gustina unutrasnje energije data relacijom:

u=— =0T

Vv

Pored toga uzeti u obzir da je pritisak za taj sistem povezan sa gustinom unutrasnje
energije vezom:

p=u

— Resenje: N

Polazimo od:
dU =TdS - pdV (1.180)

Dodatno pravimo malo preuredenje jednacine:

U Py - s (1.181)
T
Dalje, ako odredimo diferencijalne forme za U =U(V,T) i S = S(V,T):

a8 a8 1 (0U 1 (10U »
22 oar+ == =—|= T+ —|— —d 1.182
(aT)v +(av)TdV T(aT)Vd +T(8V)TdV+T v (1.182)

Poredenjem dobijamo:

(57), = 7 (57)
ar)y T\orT )y

(@) :l(fLU) o (1.183)
ov)r T\oV)r T
Unutrasnju energiju mozemo odrediti preko njene gustine:

U=uV =oVT* (1.184)
Na osnovu toga imamo:

(g—i)v = 40TV (1.185)
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(%)T = §0T3 (1.186)

Integracijom odredujemo entropiju:
4
S(T,V) =5+ §VUT3 (1.187) @

gde je Sy konstanta koju dobijamo integracijom. Za konstantnu vrednost enetropije
dobijamo jednacinu adijabatskog procesa:

VT? = const (1.188)

Zadatak 31. Za magnetne sisteme i reverzibilne procese veza I i I1 zakona termodi-
namike glasi:
TdS =dU - HdM

ukoliko se zanemare promene zapremine, gde je H jacina magnetnog polja a M mag-
netizacija sistema. Uvodedéi toplotne kapacitete pri konstantnoj magnetizaciji Cps i
magnetnom polju Cy dokazati da izmedu adijabatske susceptibilnosti x g i izotermske
susceptibilnosti x7 postoji veza:

Xs _Cum

xr Cu

— Resenje: ~

Polazeéi od odnosa toplotnih kapaciteta:

a(8,M
Cv T(X), 5aan  O(T,H) a(S, M)

S

T
- = = 1.189
Cn ~ T(25), ~ 96 = o(T, M) 0(S. H) (1.189)

(T, H) @

Dalje imamo:

OM
Cr (aH) (aM) (5H)s  xs
M _ il = ¢ = 22 E.D. 1.190
Cn \oat)r\oH )5~ (20, w © (1.190)

Zadatak 32. U eksperimentu je utvrdeno da u odredenoj oblasti temperature, mag-
netizacija M paramagnetnog tela zavisi od H/T tj. M = f(H/T). Dokazati da
unutrasnja energija ne zavisi od magnetizacije.

— Resenje: ~

Polazeéi od relacije:
dU =TdS + HdM (1.191)

i pisanjem diferencijalnih formi za funkcije U = U(T, M) i S = S(T,M): @

oU oU a8 95
— T _— M=T|— T+T|— M+ HdM 1.192
(aT)Md +(6M)Td (aT)Md i (aM)Td +Hd (1.192)

25
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Poredenjem leve i desne strane prethodne relacije dobijamo:
(52), 77 (57)
M M
((LU) _T(ﬁ) . (1.193)
oM )y~ \oM )y
Nas interesuje veza:
ou oS
— | =T|(=— H 1.194
(aM )T (5M )T ’ ( )
a ukoliko iskoristimo relaciju:

(22) - (2) (105 @

oM )y \oT
dobijamo:
oUu oOH
— ) =-T|— H 1.196
(3M )T ( oT )M i ( )

Na osnovu postavke zadatka jasno je da je:
H=Tf'(M) (1.197)

pa je konacno:

U\ i
(W)T_ TF N (M)+H=0 Q.E.D. (1.198)

Zadatak 33. Razmatramo paramagnet ¢ija se magnetizacija pokorava Kirijevom za-
konu M = (C/T)H gde je C pozitivna konstanta i neka je kaloricka jednadina stanja
U = aT* gde je a opet neka pozitivna konstanta. Odrediti toplotu namagnetisavanja
ovog magnetika kada se magnetno polje izotermno menja od 0 do Hy na temper-
aturi Tp. Odrediti promenu temperature pri adijabatskom razmagnetisavanju ovog
magnetika tj. pri adijabatskom smanjenju jac¢ine magnetnog polja od Hy do 0.

— Resenje: N
Polazeéi od:
TdS =dU - HdM (1.199)

pri izotermnom procesu nema promene unutrasnje energije:

6Q:—HdM:—T£HdH (1.200)
0
Kada integralimo prethodnu relaciju, dobijamo:
" “ w2 1.201
Q= [o Q= “or, o (1.201)

sto predstavlja toplotu namagnetisavanja pri izotermnoj promeni magnetnog polja.
Dalje razmatramo adijabatsko razmagnetisavanje. Znamo da vazi:
1

dS = = (dU - HdM) = ~ (4aT3dT—Hd(9H)) (1.202)
T T T
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dalje dobijamo:

C H
ds =4 T2dT——Hd(—) 1.203
a THA\ (1.203)
odnosno posle intergracije:
4 1 (H\
S - faT?’—fC(—) + 5, (1.204)
3 2 T

gde je Sy generalna konstanta posle integracije. Entropija S polaznog stanja sa
Hy, Ty pri adijabatskom procesu mora biti jednaka entropiji S’ krajnjeg stanja sa @
T4, Hj = 0, odnosno:
4 1 _,(Ho\> 4
—aTP-=C (—0) = —aTy (1.205)
3 2 T 3

Vidimo da je temperatura na kraju adijabatskog razmagnetisavanja:

s .5 3C (Hp\’
T"B:Tj—f—(—) 1.206
e (1.206)
manja od temperature Tj, Sto znaci da se magnetik hladi.

Zadatak 34. Odrediti razliku toplotnih kapaciteta C'y — Cy; za paramagnetik cija je
izotermska susceptibilnost x7 = C/T, gde je C neka pozitivna konstanta.

— Resenje: N
Polazimo od zakona dU =TdS + HdM i koristimo definicije:
as ou as
c :T( ) :(7) e, :T(—) 1.207
MEENor )y " \or )y T T \or )y (1.207)

Dalje tretiraju¢i unutrasnju energiju, entropiju i magnetizaciju kao funkcije tem-
perature i ja¢ine magnetnog polja, dobijamo:

(8—[]) dT+(8—U) dH:T(aS) dT+T(a—S) dH+H(a—M) dT+H(8—M) dH|
H T H T oT Ju T

oT OH oT OH OH
(1.208)
Posmatrajuéi prethodnu relaciju vidimo da vazi:
ou oS oM
— =T\ — H(— 1.209
(aT)H (aT)H+ (aT)H (1209) (34)

Za pocetak odredujemo:

U\ _O(U,H) a(U,H) d(T, M)
(ETT)H " O(T,H) o(T,M) o(T, H)

[, (), (25 (), ) o).
(), () (o), (), ) (o,

| S —
1

-(57),,+ Gwa), (57),
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Polazni zakon dalje raspisujemo na jedan drugi nacin:

oU oU as 28
— T _— M=T T+T | — M+ HdM 1.211
(8T)Md +(8M) d (aT)Md " (aM)Td +Hd (1211)

odakle izdvajamo vezu:

ou oS
— | =T|— H 1.212
(aM )T (aM )T " (1.212)
a dodatno koris¢enjem Meksvelove termodinamicke relacije za magnetike, u obliku:
oS OH
— - = 1.213
(8M )T ( oT ) M ( )
imamo:
ou OH
— ) =-T|— H 1.214
(3M )T ( oT )M " ( )

Dalje, na osnovu (1.209) i definicije (1.207), imamo:

on=(57), 7 (5r), - (5r). G, (5), -
-on=7(5),, (5 ), 7 (5r), 7 (5r),

cu-r(22), (%)

oT

oT oT
OH oM
—Cry=-T il
G = Cur (aT) (aT)
(1.215)
Za paramagnetik u nasem primeru vazi:
C
M =xrH = TH (1.216)
Odakle je:
H2
Cy-Cy = Cﬁ (1.217)

Zadatak 35. Dokazati da u termodinamickoj ravnotezi sledece funkcije odziva zado-
voljavaju nejednakosti:

oS
Cy=T|=—] 20
v (3T)v
Kag = _l (a_V) >0
S V 8p S
— Resenje: ~

Razmatramo termidinamicki sistem, npr. gas u termodinamickoj ravnotezi na tem-
peraturi Ty i pritisku pg. U termodinamickoj ravnotezi entropija sistema je maksi-
malna. Gibsov termodinamicki potencijal:

G:U—T()S +p0V (1218)

ima minimalnu vrednost u stanju termodinamicke ravnoteze.
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Promena entropije, unutrasnje energije moze dovesti do promene vrednosti:
dG = dU - TydS + podV >0 (1.219)

Ukoliko izvrsimo razvoj unutrasnje energije do drugog ¢lana u razvoju u red, imamo:

2 2 2
(a—U) dS+(8—U) av+ 19UV g2, OU heiy la—UdVQ—TOdSerOdeO
14 S

08 oV 2 952 ovVos 20V2
—— ——
To -Po
(1.220)
a dalje:
192U .., U 19%U .,
~Z 4 dSdV + ==—dV?>0 1.221
50529 * 5va5 292 (1.221)

Na osnovu toga imamo:

*U 0 (BU)V_(aT) 50 (1.222)@

052 ~as\os )y \as )y~

odnosno lako je zakljuciti da vazi:

oS
Cy=T|=—) =0 .E.D. 1.223
veT(57) 20 @ (1.223)
Razmatranjem dalje uslova:
0?’U 0 (0U dp
—=—=] === =0 1.224
ovz v (8V)s (8‘/)5 ( )
kao dodatni zakljucak vazi:
1 (0V
=——|—1] >0 .E.D. 1.225
Ks == ( o )S >0 Q (1.225)
Zadatak 36. Dokazati sledec¢e nejednakosti:
(B—S) <0
/g
08
— ] >0
((9V )U
— Resenje: <
Polazeéi od:
dU =TdS - pdV (1.226)

pri konstantnoj unutrasnjoj energiji sistema imamo:

TdS = pdV (1.227) (36)
odnosno lako se zakljucuje da je:
a8 P
— ] ==>0 0O 1.228
(8V )U T ( )
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Dalje ukoliko koristimo diferencijalnu formu entalpije:
dE =TdS +Vdp (1.229)
pri konstantnoj entalpiji imamo:
-Vdp=TdS (1.230)

odnosno sledi zakljucak:

oS ) v

=) =-=<0 O (1.231)
(8;0 g T
Ukoliko prethodni nacin resavanja nije toliko reprezentativan, resenje mozemo
dokazati i primenom jakobijana. U prvom sluc¢aju imamo:

(8S)E_6XSJD<_801E)8QQp)__(GE)S(aS) 1%

oo\ _ - (=) (22) =L <o 1.232
dp d(p,E) 9(S,p) 9(p, E) dp oE/], T ( )

i drugi sli¢no:

().~ 51 sty v = (ov). o)

=250 (1.233)
v T

2 Zadaci za vezbu

Zadatak 1. Proveriti da li su date diferencijalne forme egzaktni diferencijali:

dA =TV?dT + T*>VdV
dB = el pdT +eTdp

Zadatak 2. Dokazati vazhenje Meksvelovih termodinamichkih relacija:
(55),-(5)
08 /)y \dp/s
(7). - (7)
oT)v \ov)r

koristecli vazhenje uslova totalnog diferencijala za entalpiju E i slobodnu energiju F'.

Zadatak 3. Jednachina stanja gasa je data sledeclom relacijom:

(p+%)(V—b)=RT

gde su a i b konstante. Gas trpi izotermnu promenu zapremine sa V; na V5. Izrachunati
promenu unutrashnje energije gasa, koristecli poznatu vezu:

(57).=7(58), -
av)r " \or), P
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Zadatak 4. Koristecli pogodnu Meksvelovu termodinamichku relaciju i osobine jako-
bijana dokazati da za termodinamichki sistem vazhi relacija:

(), 2 (%)
or), T \oplg

gde je C}, toplotni kapacitet sistema pri konstantnom pritisku.

Zadatak 5. Koristecli osobine Jakobijana i odgovarajuclu Meksvelovu termodinamichkul
jednachinu, dokazati vazhenje relacije:

o, V) _,
oT,S)

Zadatak 6. Dokazati da unutrashnja energija termomehanichkog sistema chija je
termichka jednachina stanja data sa:

pV = RT

ne zavisi od zapremine sistema.

Zadatak 7. Eksperimentalno je odredjeno da je pritisak fotonskog gasa dat relacijom:
p=AT*

gde je A neka konstanta. Odrediti unutrashnju energiju U(T, V') gasa.

Zadatak 8. Koristecli /11 zakon termodinamike dokazati da oy, = % (%)p — 0 kada
T - 0.

Zadatak 9. Jednachina stanja i toplotni kapacitet nekog gasa su dati sa:

p(T,V) = aT®? + bT3 + V™2

Cy = ¢T3V + eT?V + fT/?

gde su a,b,c,g,e, f konstante koje ne zavise od zapremine i temperature. Odrediti
infinitezimalno malu promenu unutrashnje energije U = U (T, V). Koristecli chinjenicu
da je unutrashnja energija funkcija stanja sistema, odrediti veze izmedju navedenog
skupa konstanti.

Zadatak 10. Odrediti brzinu promene temperature gasa sa pritiskom pri konstantnoj

entalpiji (%)E u zavisnosti od funkcija odziva oy, i Cp.
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Zadatak 11. Dokazati da za termodinamichki sistem vazhi:

OF oV
) =or(EE) +v
(@), (%),

gde je E entalpija, V' zapremina, T' temperatura i p pritisak sistema.

Zadatak 12. Dokazati da za termodinamichki sistem vazhi da je:

8U)
— =0
(ap T

oU
(ﬁ)T‘O

gde je U unutrashnja energija, V' zapremina, T temperatura i p pritisak sistema.

ako je:

Zadatak 13*. Razmatramo sistem od N chestica, U, T, V i u predstavljaju un-
utrashnju energiju, temperaturu, zapreminu i hemijski potencijal sistema respektivno.
Dokazati vazhenje relacije:

2
(), (%) BBy
oT Jv,e \oT

VN T

Zadatak 14. Razmatramo neki termodinamichki sistem, za koji U, E, T, V', p, S pred-
stavljaju unutrashnju energiju, entalpiju, temperaturu, zapreminu, pritisak i entropiju
sistema respektivno. Dokazati vazhenje relacije:

3E) (3T)
) _ve_c [ZZ
(8p T ? /s

gde C), predstavlja toplotni kapacitet pri konstantnom pritisku.

Zadatak 15. Za neki termodinamichki sistem poznat je izraz za Gibsov termodi-
namichki potencijal:

5

ap
G(p,T) = RT1 ( )
(»,T) o=

gde su a i R konstante. Odrediti toplotni kapacitet pri konstantnom pritisku C.

Zadatak 16. Za neki termodinamichki sistem poznat je izraz za slobodnu energiju:

F(T,V):RTln( av )
RT

5
2

gde su a i R konstante. Odrediti toplotni kapacitet pri konstantnoj zapremini Cy, .

Zadatak 17*. Posmatramo termodinamichki sistem chije su unutrashnja energija U
i entalpija E odredjene njegovim pritiskom p i zapreminom V. Dokazati da vazhe
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sledecle relacije:

dU = Cy L dp + (Cp _pv) v
(0%

P Qp 14
dE = (CV“T +V)dp+ Cpdv
ap op V

gde su C), i C'y toplotni kapaciteti pri konstantnom pritisku i zapremini respektivno,
k7 predstavlja izotermsku kompresibilnost definisanu sa:

p __l(al)
™~y op /p

dok je «, termichki koeficijent shirenja dat definicijom:

a_l(al)
Pov\or),

Zadatak 18*. Dokazati da za termodinamichki sistem vazhe sledecle relacije za
toplotni kapacitet pri konstantnom pritisku C;, i konstantnoj zapremini C'y:

TVaf,
C,= —=2
RT — Kg§

RT RT — RS

gde je oy, termichki koeficijent shirenja dat definicijom:
1 ( oV )
ap=—|—
Pov\or),
a KT 1 kg su izotermska i adijabatska kompresibilnost definisane sa:
1 ( )% )
kp=—-—|—
Ty op /p

. __l(al)
STy Op /g

Zadatak 19. Dokazati da za toplotni kapacitet magnetnog sistema pri konstantnoj

oU
Cn = (fTT)M

magnetizaciji vazhi:

gde je U unutrashnja energija sistema.

Zadatak 20. Poznato je da za jednostavan paramagnetni sistem ukoliko je temper-
atura konstantna, a magnetno polje se promeni sa vrednosti H na vrednost H + AH,
tada se entropija S promeni za iznos:

_CHAH

AS=-=—2

gde je C konstanta. Na osnovu toga odrediti zavisnost magnetizacije sistema od
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Elementi teorije verovatnoce

3 Osnove teorije verovatnoce

Zadatak 1. Dokazati vazenje sledeée relacije:

3. Osnove teorije verovatnoce

InN!'=NInN-N

koja je poznata kao Stirlingova relacija (aproksimacija), validna za N >> 1.

— Resenje: N
Znamo da vazi:
NI=N(N-1)(N-2)-...-2-1 (3.1)

pa je takode:

InN!'=In[N(N-1)(N-2)-...-2-1]
=InN+In(N-1)+In(N-2)+...+In2+1In1

N N
= Inm = In(z)dx
& J (3.2) W

—_—
u=lnz,dv=dx

N d
= zIn(z)[Y - f o
1 T
=NIhN-N-1

Za velike vrednosti N >> 1 dobijamo Stirlinovu aproksimaciju:

ImN!'=NInN-N 0O (3.3)

Zadatak 2. Data je gustina verovatnoce slucajne promenljive x:
flx)=Ae (0 <z < +00)

Normirati funkcju f(«), a zatim odrediti srednju vrednost sluéajne promenljive (x),

srednju vrednost kvadrata (z2) kao i njenu disperziju.

— ResSenje: N

Normiramo funkciju f(z) preko:
/ f(x)dx =1
0

/ Ae*dxr =1
0

T (3.4)
A=) ™5 =1

a

é:1—>A:oz

a
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Normirana gustina verovatnoce ima sada oblik:
f(x) =ae™™® (3.5)

Srednja vrednost (z) se odreduje dalje kao:

(@)= [ af(oys

rae” “dx (3.6)

1
SDM_‘c:\c:n

Analogno:

(@)= [ 2t (e)da

= f roe” " dx (3.7)
0
2
=
Na osnovu toga disperzija je jednostavno:

2 1 1

D(a) = (@) = (@) = = - — = (38)

Zadatak 3. Data je gustina verovatnoce slucajne promenljive x:

f(:z:):{A’ a<x<b

0, x<a,xz>b.

Normirati funkcju f(x), a zatim odrediti srednju vrednost slucajne promenljive (z),
srednju vrednost kvadrata (z2) kao i njenu disperziju.

— Resenje: N

Prvo normiramo funkciju:

a B (3.9)

Dalje odredujemo srednju vrednost sluéajne promenljive:
b b dx 1 22
= dx = f = Zpp
(@)= [ af@n= [art - T,
1 ﬁ_(ﬁ 1 v*-a®> (b-a)(b+a) b+a
b-al2 2| b-a 2 20b-a) @ 2

(3.10)
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Zatim odredujemo srednju vrednost kvadrata slucajne promenljive:
b
(x?) = f 22 f(z)dx
a

b dx
_ 2
_fa x b-a

1 23

Na kraju za disperziju dobijamo:

a’>+ab+b®  (a+b)® (b-a)’
3 4 12

D(x) = (2*) - (z)* = (3.12)

= .

b-a 3™

1 I® & (3.11)

:b—a[S_S] 3
1 b - a?
“b-a 3
(b-a)(V® +ab+a?) b +ab+a?
- 3(b-a) - 3

Zadatak 4. Data je gustina verovatnoce slucajne promenljive x:
f(z) = Ae™™™ (=00 <1 < +00)

Normirati funkeju f(), a zatim odrediti srednju vrednost sluéajne promenljive (z),
srednju vrednost kvadrata (z2) kao i njenu disperziju.

— Resenje: N

Normiranjem funkcije dobijamo:

f f(x)da:zl—nﬁlf e dr =1

\/%
A\/f:bA:\/?
Q s

Srednja vrednost je jednostavno:

(z) = [: xf(x)dr = [: z\/ge_o‘m2dz =0 (3.14) @

Potom za srednju vrednost kvadrata slucajne promenljive imamo:

(3.13)

(x?) = [: 22 f(z)dx = \/gji:: 2270 dg = % (3.15)
—_—

Gra”

Nlo

Disperzija je dalje data sa:

D) = () ~ (&) = 5o~ 0= - (3.16)
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Zadatak 5. Data je gustina verovatnoce slucajne promenljive x:
214
f(z) = Ae™(2) (0 <z < +00)

Normirati funkcju f(x), a zatim odrediti srednju vrednost sluéajne promenljive (z),
srednju vrednost kvadrata (z2) kao i njenu disperziju.

— Resenje: N

Za pocetak normiramo funkciju:

[: flx)dx =1
A[: e_(5)4dx =1
-

smena:(£)4=t (317)
a1
A-T(-)=1
4 (4)

Srednja vrednost je jednostavno:

(z) = /_: xf(x)dx = /Oooxe_(%ydx (3.18)

(x)4 -t (3.19)

dobijamo za srednju vrednost:

() = Aofl“(;) (3.20)

Srednju vrednost kvadrata sluc¢ajne promenljive dobijamo da je:

[=5) oo o4 1" 3
(xz):/o fo(x)dm:/O 22e (%) dz:azr%; (3.21)
1

Na osnovu svega toga disperzija je:

D(x) = (2*) - (z)? = a® ( )) (3.22)

~
=
—~
NI TN
N
=
—~
NI TN

odakle smenom u integralu: ()

Zadatak 6. Broj elektrona emitovanih sa katode u jednici vremena predstavlja sluca-
jnu velicinu koja se ponasa po Poasonovom zakonu raspodele, tj. verovatnoca da u
jedinici vremena bude emitovano n elektrona je data sa:

n
P, = ¢

—e
n!

Proveriti da li je zadovoljen uslov normiranja Y ,° P, =1 i odrediti disperziju D(n).
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— Resenje: N
Polazimo o uslova normiranja, za koji lako dokazujemo da vazi:

‘ S|

' el=e"y —=e =1 (3.23)
n! -

=[M]8

.

Da bismo odredili disperziju vrednosti n treba nam srednja vrednost:

) ) a® Y u ) an—l u
(n):zn:nPn:nZ:%nHe =e anzlm:e e‘a=a (3.24)
) —_—

ea

Dodatno moramo odrediti srednju vrednost n?, $to najlakse mozemo uraditi odredi-

L Moze se dodatno dokazati da sred-

vanjem sledeée srednje vrednosti':
2

nja vrednost n* po definiciji zaista

(n(n-1))={( 2 n)= <n2> —{(n) (3.25) @ konvergira:

o n

2 L ,—a _ g
odakle dobijamo: P a(a+1)
(n(n-1))= in(n -1)P, = i n(n - l)ﬁe_a = e %a? i ﬁ =e%%® =a®
n " n=0 n! n=2 (n - 2)'
[ —
A
(3.26)
Na osnovu toga dobija se:
(n?)=(n(n-1))-(n)=da*+a (3.27)
pa za disperziju dobijamo:
D(n)=(n*)-(n)*=a*+a-a*=a (3.28)

Zadatak 7. Posmatraju se dve vrste cestica. Verovatnoca da neka zapremina sadrzi
J Cestica prve vrste odredena je Poasonovom raspodelom sa nekom karakteristicnom
konstantom a. Verovatnoc¢a da zapremina sadrzi k Cestica druge vrste odredena je
takode Poasonovom raspodelom ali sa drugom karakteristicnom konstantom b. Pret-
postavljajuéi da su brojevi cestica razlicite vrste u istoj zapremini nezavisni odrediti

verovatnocu da zapremina V sadrzi ukupno n cestica.

— Resenje: N
Neka j numerise broj Cestica prve vrste, dok k broji Cestice druge vrste. Mora da
vazi:

j+k=n (3.29)
Imamo nekoliko realizacija dogadaja gde imamo ukupno n ¢estica (videti Tabelu 1).
Dogadaj A da zapremina V sadrzi n Cestica moze se realizovati jednim od dogadaja
A; koji se medusobno iskljucuju:

A=Y 4 (3.30)

M=

Il
(=)

K3
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odnosno:

pa je na kraju:

P(A) =

P(A

Dogadaj A; predstavlja dogadaj u kome zapremina sadrzi ¢ cestica prve vrste i n—1
Cestica druge vrste. Verovatnoéa dogadaja A je:

) = iP(A»

P(A)=3 PP,
=0

P(A) =

posto brojevi Cestica prve vrste ne zavise od broja Cestica druge vrste. Imamo dalje:

a’L bn—l b

—e t——e
= ! (n—1)!

aibn—i ~(a+h)

P(A) = Z — ¢

P(4) = z

e—(a+b) n

G il(n—1)!

ipn—1 |
a'b"™  _(aspy
il(n—1)! n!

P(A) =

| ) )
Z n. azbn—z

Zil(n—1)!

(a+b)™

(@+D)" _w
|

Tabela 1.
Dogadaj | Broj cestica 1. vrste | Broj cestica 2. vrste
Ao 0 n
A1 1 n—-1
AQ 2 n-—
Ai 7 n-—-1
A, n 0

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36) (7)

(3.37)

Zadatak 8. Data je gustina verovatnoce slucajne promenljive x:

flz) = Ag"e T (0<x < +00)

Normirati funkcju f(«). Da li je mogucée odrediti n tako da bude zadovoljena relacija:




OSNOVE TEORIJE VEROVATNOCE

— Resenje:

Prvo normiramo funkciju f(z):
/ flx)dx =1
0

Af e dr = 1
0

Uvodimo smenu?:

az? =t,dx = ail/Q%tfl/th

pa je:
®  aon 1
A[ a3t ta TSt dt = 1
0 2

ntt 1 had n-1
e A
2 Jo
—_—
NG
éa—"T“F(THl
2 2

pa je konac¢no konstanta normiranja:

)=1

n+l

20072

P(%h)

A=

Prva srednja vrednost je:

(z) = A[ g"lemor gy
0

_ntl n+l 4

b 11 1
(z)=A a2t ? el 5§t_5dt

1 -noao o0 n+l-
(r)=A-a™ 7 f et dt
0

(2) = Sa (55
1. o' n+2, _ae  aI(5+1) 1 T'(3+1)
e T T e T VE T

Sledeca srednja vrednost je:

(1) — A[ xn—le—ozx2dx
0

T

1 ®© a1l one 1
(7):Af QT T el St 2 dt
T 0 2

1 A _na- R n—
()= Aams2 [*oa
0

1 1 _n n

<;>:§A0¢ 2F(§)
1 a1 n. 1 D(5)  _T(%)
EARTCOERE I EU I (e

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45) (3)
(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)
(3.52)

(3.53)

(3.54)

41
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vanje svih integrala u okviru ovog za-
datka.
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Sledec¢a srednja vrednost:

(I2> = A < 1‘”+2 —az?

0

A[ 2 et R a L

2 2 )
1 o™ _ n+3. _ns D3y 1T(22)
<x2>:2§@r(7)a 2 = 2 = 2
2

D(%L)  ar(2l)

Poslednja srednja vrednost je:
1 )

(—2) = Af 2" 2e=07" 4y
x 0

]. b n— n— ]_
(—2) = A[ Tt T e ta St 2 dt
T 0 2

(=)= A of"gzlmt el dt
x

L M5+ ~T(G) 105 L5
fl“(”“)\/_ P40 aT(h) T(%h)

ADGHD 2 TG 1T Ieg)

2
(0%
aF(%) r(5l) o n(l) T

1 T(5+1) (%) 1I‘(”+1+1)

1 v 1 (s

a F(n;—l F(n+1) Qa F(Tbgl F(n 1 +1)
1 50(3) I(3) 1750 r(nTl)
\/&I—\(n+1)\/_ (n+1)

o T(5h) “EIes
AT(3) T(3) _n+l
DT n-d

Prethodna relacija nema resenja u obliku celog broja za n, ali se numericki moze
potraziti resenje u skupu realnih brojeva.

*)
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Zadatak 9. Data je gustina verovatnoce dve slucajne promenljive z1 i za:

Axizo, 0<x1<0a,0<235<b
f(x1,22) = {O

, 1 <0,21 >a,r5<0,25 >b.

Normirati funkciju f(z1,r2) i odrediti srednje vrednosti (z1), (x2), (23), (z2) i (z122).

— Resenje:

Kada imamo gustinu verovatnoce za dve slucajne promenljive tada je uslov normi-

ranja:
f f f(.l?ll‘g)dl‘ldl‘g =1

Na osnovu toga za navedenu gustinu verovatnoée u ovom zadatku imamo:

a b
/ / Axqizodridrs =1
o Jo

151
A=a?Zb? =1
2 2
odakle je:
4
A=

Prva srednja vrednost je data sa:

<331>:[Oafobldf(iﬂhm)dl’ldxz

a b 4110
(Jil)—/(; /(; .Z‘lmdl‘ldl‘g

(e1)= o35 =3¢

Druga srednja vrednost je data sa:

<332>:[Oafobffzf(ivhm)dffldxz

a b 4110
(IQ) = /(; /(; zgﬁdl‘ldl‘g

4 a?v® 2
:7——:71)
(r2)= 55373

Za trecu srednju vrednost dobijamo:

a b
<33§):[0 [0 21 f (21, 22)drydes

a rb Jdrx
2y _ 2 4T1T2
(= [, ot deond

<x2)_igf_aj
Va2 2 4 2

4 a3b2_2 @
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Cetvrta srednja vrednost iznosi:

a b
(srg):'/(; '/(; x%f(xl,xg)dxldxg

a b dxx
2\ _ 2 2L1T2
(xz) = /0 /0 3327%2 dridxs

4 a?vt v?
(23) = 22 o 4
a’b? 2 4 2

Peta srednja vrednost je data sa: @

a b
($1$2>=ﬂ A x1$2f($1,$2)d.1‘1d$2

a rb 417
<1‘1£L'2):-/0‘ fo xlxgﬁdmdzg

4 a3b3_@

T R

Zadatak 10. Data je gustina verovatnoce dve slucajne promenljive z; i xs:

Ariwe, 0<x1<0a,0<25<b
f(x17x2):{

, r1<0,21 >a,r3<0,25 >b.

Odrediti ((z1 — (#1)) (22 — (x2))) Sto predstavlja tzv. korelator veli¢ina z; i zo. Kon-
stanta A se odreduje iz uslova normiranja funkcije f(x1,z2).

— Resenje:

Navedeni korelator mozemo raspisati kao:

((z1 —(z1))(x2 — (m2))) = (w122 — T1(@2) — T2(T1) + (1) (22))

odnosno:

(w1 = (1)) (22 = (22))) = (T122) = (T1(22)) — (T2(71)) + ({71 )}(22))

Na osnovu prethodnog zadatka znamo:

2
(z1) = ga
2
(z2) = gb
4ab
v -

Dodatno treba da izra¢unamo srednje vrednosti (x1({xz2)), (z2(x1)) 1 ({x1){x2)).
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Prvo imamo:

(x1(z2)) [ [ x1(z2) f(x1, x2)dx1drs

2 4.1‘1372
1‘1 .IQ f f dzidzo

2 4 a2 4ab

b _
felm)) = 3b s 35 =

Zatim odredujemo:

(x2(z1)) f f xo(x1) (21, 2)dr dws

2 4
1‘2 .1?1 f f 1:1 le‘ldl‘g

2 4 a®b>  4dab

(ralo)) =50 503 =

Jos nam treba:

:foafob@l)(mg)f(xl,xg)dxldu

b2 24%112
————dx1d
//033 a2p2 L

ﬁ 4ab
2

({(z1){(z2)) = 9

Na kraju se za korelator dobija:

4
b2

2,2 a”
33a2 2

4ab 4ab 4ab 4ab
((1'1—($1>)(932—<$2)))‘?—7—?+ 5 =0

4 Zadaci za vezbu

Zadatak 1. Data je gustina verovatnoce slucajne promenljive x:
(2)
f(@)= A5 (0<z<+oo)

gde je a konstanta. Normirati funkciju f(z) i odrediti disperziju slu¢ajne promenljive

Z.

Zadatak 2. Data je gustina verovatnoce slucajne promenljive x:

a<x<b

1) Az,
T) =
0, r<a,r>b.




LITERATURA

Normirati funkcju f(x), a zatim odrediti srednju vrednost slucajne promenljive (x),
srednju vrednost kvadrata (x?) kao i njenu disperziju.

Zadatak 3. Data je gustina verovatnoce slucajne promenljive x:
flx)=Ae™ (0<z < +00)

Normirati funkcju f(x), a zatim odrediti srednju vrednost (x3).

Zadatak 4. Za Poasonovu raspodelu verovatnoce diskretne sluc¢ajne promenljive M:

m
P, = 4 e
m)!
odrediti disperziju. Kolika je verovatnoca da sluc¢ajna promenljiva ima vrednosti M < 4
ukoliko je karakteristicna konstanta raspodele a = 67

Zadatak 5. Data je gustina verovatnoce dve slucajne promenljive z1 i za:

Azxixo, 0<21<a,0<25<b

f(xlvxZ) = {O

, r1<0,21 >a,r3<0,25 >b.

Normirati funkciju f(z1,72) i odrediti srednje vrednosti (z3), (z3), (ZL).

Literatura

[1] BoZidar Mili¢, Sava Milosevié, Ljiljana Dobrosavljevié, Zbirka zadataka iz teorijske fizike 111
deo - Statisticka fizika, Naucna knjiga, Beograd (1979).
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5 Fazni prostor

Zadatak 1. Odrediti faznu trajektoriju linearnog harmonijskog oscilatora

Podimo od diferencijalne jednacine linearnog harmonijskog oscilatora:
mi+kx=0
k
i+—x=0 (5.1)
m
F+w?=0

Uvodenjem transformacije:

. didr devdi di

e - - 2
YT tdr  dt dz dz (5:2)

i dobijamo:
di
i e =0
dx (5.3)
idi +w’zdr =0

Posle integracije dobijamo:
1., w?,

¥ 5T =C (5.4)

gde je C neka konstanta dobijena posle integracije. Mnozenjem sa m prethodne

relacije dobijamo:
1 w?

§m:t2 + mez =mC (5.5)
—_— Y—
Ey E,

odakle prepoznajemo kineticku Ej i potencijalnu energiju oscilatora E,, odnosno

energiju oscilatora E:
1, w?

-mi“+—maz"=F (5.6)
2 2
ili ako uvedemo impuls:
p2 1 2.2
=L 4+ —mwz®=F (5.7)
2m 2

Deljenjem sa E prethodne relacije imamo:

2 2

D o
s p t 2E " 1 (5.8)
mw?2

odakle se lako moze zakljuciti da je fazna trajektorija linearnog harmonijskog os-

cilatora, u (ps, ) prostoru, elipsa.

— Resenje: N
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Zadatak 2. Odrediti faznu trajektoriju matematickog klatna.

— Resenje:

Kretanje matematickog klatna se moze opisati diferencijalnom jednacinom:

¢+%sin<p:0 (5.9)

Uvodenjem transformacije:

,_dpdy _dpdp o

_ _ 5.10
YTt de  dtdp Cdg (5.10)

i dobijamo:
gbdgb-r%singodcpzo (5.11)

Integracijom imamo:

1
ing—%cosgo:C/ﬂle

1
5m12¢2—%m12 cos p = Cmi? (5.12)
————————

Ej E,

gde smo opet prepoznali kineticku i potencijalnu energiju klatna. Uvodenjem im-

pulsa dobijamo:
2

2];:}2 -mglcosp =FE (5.13)

odnosno: B
p5 =2m’gl® (— +cos <p) (5.14)

mgl

Sto predstavlja faznu trajektoriju matematickog klatna®

®

3 Izgled faznih trajektorija matem-

atickog klatna.

Zadatak 3. Odrediti faznu trajektoriju tela koje se kreée u polju Zemljine teze.

— Resenje:

Razmotrimo telo koje se kreée navise u polju Zemljine teze, duz neke odabrane

z-ose. PoSto je ovo konzervativan sistema ¢iji je hamiltonijan (energija):
»?
H=—+mgz (5.15)
2m

vazi zakon odrzanja energije:

2 2
r, mgz = L mgzo (5.16)
2m 2m

gde smo uzeli da je u nekom pocetnom trenutku ¢ = 0 telo imalo brzinu vy (impuls
po) 1 nalazilo se u zp. Na osnovu toga dobili smo faznu trajektoriju ovog tela:

p* = pe +2m? gz - 2m2gz (5.17)
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Zadatak 4. Dokazati invarijantnost fazne zapremine jednodimenzionalnog fizickog
sistema slobodne cestice.

— Resenje: ~
Hamiltonijan slobodne cestice je:
2
=L (5.18)
2m
Na osnovu toga znamo:
OH
p= S 0
q
1
,_OH _p 19
1 dp m
Integracijom prethodne relacije dobijamo:
p = const
5.20
q= ﬁt + const ( )
m

U nekom trenutku t’ vaziée:

p'=p 1)
5.21

q = Py const

m
Odnosno dodatno mozemo pisati:
/

p=p ( )
5.22

qI:q+ p(t,—t)

m
Jakobijan transformacije nam daje informaciju o ponasanju fazne zapremine. Jako-
bijan za ovaj sistem je:

a 4 !
g, < 200 (5.23)
(p,q)
sto je dokaz invarijantnosti fazne zapremine ovog sistema.
(. J

Zadatak 5. Dokazati invarijantnost fazne zapremine linearnog harmonijskog oscila-

tora.
— Resenje: ~
Hamiltonijan linearnog harmonijskog oscilatora je:
2
1
=2 4 —mw? ¢ (5.24)
2m 2
Na osnovu toga znamo: @
OH 9
p= _87(1 =-mwgq
2
,_OH _p 2
7= p m

49



FAZNI PROSTOR

Dobija se na osnovu ¢ diferencijalna jednacina:
g+ w2q =0
Cije je resenje:

q(t) = go cos(wt) + Po sin(wt)
mw
gde su:

po =p(t=0)

q =q(t=0)
Sli¢no imamo i za:

p(t) = po cos(wt) — mwqp sin(wt)
U nekom trenutku ¢’ vazide:
p’ = peos(wt') — mwgsin(wt’)

5.26
q =qcos(wt') - L sin(wt") (5.26)
mw

Jakobijan transformacije nam daje informaciju o ponasanju fazne zapremine. Jako-
bijan za ovaj sistem je:

=1

op’ op’
sty = 22-9) o, 9y
o Apg) | %

(5.27)

dOp 0Oq
sto je dokaz invarijantnosti fazne zapremine ovog sistema.

®

Zadatak 6. Izracunati zapreminu i povrsSinu n-dimenzionalne hipersfere u Euklidskom
prostoru.

— Resenje:

Razmotrimo sledece, u tri dimenzije zapremina sfere je:

U dve dimenzije govorimo o povrSinama, ili o hiperzapremini u dve dimenzije. Za-
permina hipersfere u dve dimenzije (povrsina kruga) je:

Vo = R*m

Vidimo da postoji trend u definicijama V5 i V3. MoZemo pretpostaviti da ¢e za-
premina hipersfere u n-dimenzionom prostoru biti data sa:

Vo =C,R"

gde je R svakako poluprevcenik hipersfere, dok je C, neka kostanta. Dalje imamo:

dVy = C,nR" 'dR
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a znamo da je i u opstem obliku:
dV,, =dzxidradrs...dx,

Zapremina hipersfere je data sa:

Vi = ff dridrodxs...dx,

———
n integrala

dok je jednacina hipersfere poluprecnika R:
2, .2, .2 2 _ p2
ri+r5+a5+...+x, =R

Polazimo od Poasonovog integrala:

+o0 2
I:f e dx =1

Imamo:
oo oo B Sl n
I-1-1...-1= e 1TT2T T T dp  dagdrs...dr, = T2
SN— —oo e
n—-puta —
n—puta
+oo +oo n
n n 2
T2 = f f e~ Zi-1 % T da
—
A%
Prepoznavanjem jednacine hipersfere4 imamo: 4 Drugim re¢ima prelaskom na hiper-
@ ferni koordinatni sistem.

x% = f e B nC, R R
0

T :nC’nf e RLAR
0

Uvodimo smenu: dt
R*=t, R=+/t, dR=——
2Vt

pa imamo:
n  nC il n-
= et dt
2
INED!
n ’I”LCn n
T2 = F —
2 ( 2 )
Imamo da je konstanta:
21 2 ]

Cn = nl(2) ~ 20(2) T(Z+1)

Na osnovu toga zapremina n-dimenzione hipersfere je data sa:

n

T2
VnEVn =Un "= "
(R) = CoR F(%+1)R

Povrsina hipersfere bi odgovarala delu:

S, =nC,R"1
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jer je:
dVy, = SpdR
Dodatno znamo i: .
Sn(R) T peel
n =n
r(s+1)
T2
Sp(R) =n——me R
! 50(%)
21
Sn(R) — — n—1
I'(%)
Zadatak 7. Izracunati veli¢inu fazne zapremine T'(E*,V) omedenu sa hiperpovrsi
konstantne energije £ za sistem od [N molekula idealnog gasa u zapremini V.
— Resenje:

Fazna zapremina za sistem od N molekula idealnog gasa u zapremini V' je data sa:

L(E* V)= [f dridy1dzy...dx ndyndzy-

—

3N integrala

———

(5.28)
: ff dpz1dpy1dpz1...dpendpyNdpzN
3N integrala

Racunamo velicu fazne zapremine koja je ogranicena sa hiperpovrsi konstantne en-
ergije E* odnosno imamo na osnovu hamiltonijana:

2 2 2 *
“ om (pxz +pyi +pz1) < E

Prethodna jednacina daje ogracenje na impulse, a stim i na oblast integracije u
impulsnom prostoru. Imamo dalje:

I(E*,V) = ff dzydyydz...deydyndzy -

—

3N integrala

N 1 (2 .2 .2
Yit1 %(pwi+py'i+pzi)sE*

(5.29)
dpmldpyldpzl .dpzN dpyN dp.n
Na osnovu ogranicenja

1

o (pii +p12;i + pii)

M=

(2

I
[

<E*
poluprecnikas:

integracija po impulsnom prostoru predstavja zapreminu 3/N-dimenzione hipersfere
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Na osnovu rezultata prethodnog zadatka imamo da je zapremina trazene fazne
zapremine:
™ ™ 3N
TE V)=V RN = VN (2mE*) >
LY +1) re¥+1)
(. J

Zadatak 8. Izracunati veli¢inu fazne zapremine I'(E*) omedenu sa hiperpovrsi kon-
stantne energije E* za sistem od IV neinteragujucéih harmonijskih oscilatora iste frekven-
cije w.

— Resenje: N

Fazna zapremina ovog sistema je data sa:

T(E*) = ff dgy...dgndpy...dpy

—
2N integrala

Integraciju vrsimo u oblasti ograni¢enoj energijskom hiperpovrsi koju na osnovu
hamiltonijana sistema imamo u obliku:

N 2
1 5 mw® , "
> | =i+ ——q¢ |=E
i_1(2mpz 2 qz)

odnosno:

M=

N
Il
—

(pf + m2w2qi2) =2mE”

Uvodimo smenu:

1 1
T; =mwq;, ¢ =—3;, dg; = —dz;
mw mw

Na osnovu toga dobija se:

1
mNwN [ f dry...drndpy...dpn
———

Zil\il (pl2 +xf):2mE*

T(E*) =

Ocigledno je da trazena veli¢ina faznog prostora predstavlja zapreminu 2N-
dimenzione hipersfere polupre¢nika R = v/2mFE* odnosno imamo:
1 e
2N
mNwN (28X +1)

F(Ex—): 2N

1 N

mNwNT(N +1)
S —

N

N!

T(E*) = (2mE*)*

N .

N!

I () - 1 (27rE*)N
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Zadatak 9. Ako je poznato da se element fazne zapremine moze izraziti sa:

_ d%dE
~ |gradH|

izracunati verovatnoc¢u nalazenja klasi¢nog linearnog harmonijskog oscilatora ampli-

tude A u nekoj tacki izmedu x i = + dzx.

— Resenje: N

Poznato je da se fazna zapremina odreduje sa:

I(E) = dr = f _dXdE
H<E H<E |gradH |

a dodatno vazi:

E
I'(E) = / [ 4y e
Emin JH=E |gradH|

Za povrsinu faznog prostora imamo:

Ir(E)
QF) =
(B)=—%
d>
Q(F) = —
(E) H=E |gradH |
odakle je:
dx
dQUE)= ———
(E) |gradH|

Verovatnoca nalazenja fazne tacke na nekom delu hiperpovrsi ée biti data sa:

[
QE ra
dw = BUE) _ Tgradm]

[H:E lgradH|

Fazna trajektorija linearnog harmonijskog oscilatora je data sa:

2 2
B
28 2mE
m

X x+dx

Slika 2. Fazna trajektorija linearnog harmonijskog oscilatora

Q(E) —dx ©
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Na Slici 2 prikazana je fazna trajektorija linearnog harmonijskog oscilatora.
Verovatnoce da se fazna tacka nade izmedu z i x + dz jednaka je verovatnoéi da se
nade na delu ds, sa dve ekvivalentne pozicije kao sto se vidi sa Slike 2. Na osnovu

togal®:
ds
dw = 29Tl
ds
.[L lgradH|
Dalje imamo:
dp\?
ds =+\/dx? +dp? = 1+(d—) dx
x
Znamo da je:
2
1
s +-—mw?z?=E
2m 2
odnosno:
p=V2mE - m2w2x?
pa je:
dp m2wlx B m2w?x

dz V2mE - m2w2x? - D

Samim tim je:

Dodatno nam treba i:

2 2 2,20\ 2
lgradH| = (a—H) +(8—H) - L 1+(mwx)
Op dq m p

Dalje dobijamo:

g da
_ m _ v
dw—2f@—2 o
L% L v
Izraz: J 9
T ™
f—:T:—
L v w

predstavlja period oscilatora. Na kraju iz zakona odrzanja energije dobijamo:

1 1 1
Zmi? + mw?z? = —mw?A?

2 2 2

T=v=wVA2-z?

pa se za trazenu verovatnoc¢u dobija:

dz

WV A2Z—z2 1 dx
dw =25~ =—
L T\ A2 - .1'2

w
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Zadatak 10. Fizicki sistem se sastoji od N medusobno neinteragujuéih cestica i ima
ukupnu energiju F = Meg gde je €9 neka karakteristicna energija sistema a M je ceo
broj. Naéi statisticku verovatnocu, tj. broj nacina na koji se posmatranih N Cestica
mogu rasporediti, Sto predstavlja najverovatniju distribuciju Cestica. Svaka od Cestica
mozhe se nalaziti samo u stanjima sa energijom —¢g i +¢€g.

— Resenje: N
Ukupan broj cestica je:
N=N,+N_

gde je N, broj cestica sa energijom +¢y dok je N_ broj Cestica sa energijom —eg.
Dodatno vazi da je:
Ny=N-N_

kao i:
N_=N-N,

Imamo da vazi:
E = MEO = N+60 —N_60

Ukoliko zamenimo umesto N, relaciju N, = N — N_ dobijamo:

]\/[(EQ = NEO - N_EO - N_€0

odnosno:
M=N-2N_
odakle je:
N - %(N M)
Sli¢no se moze dokazati da je:
1
N, = i(N +M)

Trazena verovatnoéa jednaka je broju nacina da se od N destica odabere N, (ili
N_) Cestica:

P:

(N)_ N! NI N!
Ny} NN -N)! NN (3N + M) (V- M))!

6 Zadaci za vezbu

Zadatak 1. Kako se sa vremenom menja fazna zapremina koju zauzima odredjeni skup
tachaka koje reprezentuju linearne harmonijske oscilatore sa malim trenjem propor-
cionalnim brzini kretanja. Diferencijalna jednachina kretanja linearnog harmonijskog

oscilatora sa malim trenjem proporcionalnim brzini kretanja glasi:

mi + 2myx + mwgm =0

gde je wg = \/k/m.
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Zadatak 2. Izrachunati velichinu fazne zapremine I'(E*) omedjenu sa hiperpovrshi
konstantne energije E* za sistem od N neinteragujuclih harmonijskih oscilatora iste
frekvencije v.

Zadatak 3. Odrediti velichinu faznog prostora omedjenu hiperpovrshi konstantne
energije za sistem od N molekula idealnog gasa u d-dimenzionoj "kutiji" zapremine V.

Zadatak 4. Data je velichina fazne zapremine omedjene sa hiperpovrshi konstantne
energije F za sistem od N molekula idealnog gasa u zapremini V:
3N/2

T(E,V)=VN_" ____(2mE)3N/?
(B =V i 5 2m)

Odrediti povrshinu Q(E) ove fazne zapremine.

Zadatak 5. Fazna zapremina trodimenzionalnog ultrarelativistichkog gasa koji se sas-
toji od IV chestica je data sa:

N
() 1 (87TVE3)

"Nl s

Odrediti povrshinu Q(E) ove fazne zapremine.

Literatura

[1] Bozidar Milié, Sava Milosevié, Ljiljana Dobrosavljevié, Zbirka zadataka iz teorijske fizike IIT
deo - Statisticka fizika, Naucna knjiga, Beograd (1979).
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7 Mikrokanonski ansambl

Zadatak 1. Sistem se sastoji od N molekula idealnog gasa u zapremini V. Odrediti
entropiju S kao i energiju E sistema u funkciji temperature.

— Resenje: <
Ve¢ nam je poznata fazna zapremina ovog sistema i data je sa:

3N
2

I*(E,V) = VNF i (2mE)* (7.1)

3N
(.7 +1)
Broj moguéih mikrostanja unutar fazne zapremine ovog sistema iznosi:

(B, V)= ﬁf*(E,V) (7.2)

odnosno:
3N
2

1 VN ™

3N
N3N (3 +1) (2mE) = (7.3)
2

L(E,V) =
Entropija sistema je data definicijom:
S=kplnT'(E,V) (7.4)

i na osnovu toga je:

VN

1
S:kBln(N!hW NE

Energiju sistema dobijamo koris¢enjem definicije:

1 a8

— (== 7.6

T (3E)V,N (7:6)
odakle odredivanjem trazenog izvoda dobijamo:

1 3N 1

—=kp—— 7.7

T "2 E (7.7)
pa je energija sistema:

3N

Zadatak 2. Sistem se sastoji od N nezavisnih oscilatora, frekvencije oscilovanja v.

Tretirajuéi ovaj sistem klasicno, naéi entropiju sistema S, kao i energiju sistema FE

kao funkcije temperature 7T'.
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— Resenje:

Poznata nam je veli¢ina fazne zapremine ovog sistema:

I*(E) = —

1 (27BN
(o)

odnosno za:

w =21V

imamo:

XCEO

Broj mogué¢ih mikrostanja ovog sistema je dat sa:

F(E):N!hN 1 (E)N

T*(B) (N2 \hw

Za entropiju se dobija:

S =kpInT(E)

1 (E\Y
S=kpln———
Bn(N!)?(hy)

E\Y 9
S = kp ln(—) kg In(N)
hv

S = kBNln(hE) - 2kpIn N

14

S = kBNln(hE) —-kpNInN +2kpN
v

Dalje odredujemo:

1
[T
T E hv
1 _kgN
T E
odakle je energija sistema:
E=NkgT

J

Zadatak 3. Fazna zapremina trodimenzionalnog ultrarelativistickog gasa koji se sas-

toji od N cestica je data sa:

1 (87rVE3 )N

r(e) - (3N)!

c3

59



MIKROKANONSKI ANSAMBL

Odrediti entropiju, kaloricku i termicku jednacinu stanja ovog sistema.

— Resenje: N
Da bismo odredili entropiju u formalizmu mikrokanonskog ansambla treba nam broj
moguc¢ih mikrostanja unutar fazne zapremine, sistema koji dobijamo kao:

N
1 1 1 8tV E3
INE)=—==I"(F) = 7.9
(E) N3N (E) N!h3N(3N)!( c3 ) (79)
Na osnou toga entropija sistema je data definicijom:
S=kpInT'(E) (7.10)
odnosno: N
1 1 (8xVE?®
S=kpl 7.11
b n(NUﬁN(aNﬂ( 3 ) ) (7.11)
Kalori¢u jednacinu stanja, odnosno energiju sistema dobijamo iz definicije:
1 08
L) 12
T \OFE)vn
Odredivanjem izvoda entropije po energiji £ dobijamo:
1 1
— =3Nkp— 7.13
T "E (7.13)
odakle je energija sistema:
E =3NkpT (7.14)
Termicku jednacinu stanja dobijamo polazeéi od definicije:
oS
3:(——) (7.15)
T oV /e N
odakle imamo: .
p
= =kpN— 7.16
T PV (7.16)
ili:
pV = NkgT (7.17)

Zadatak 4. Cestica se nalazi u zapremini V, izvan polja sila. Naéi gustinu stanja
na energijskog hiperpovrsi H(p;,q;) = E. Primeniti dobijeni rezultat na sistem od N
slobodnih elektrona koji se nalazi na temperaturi 7" = 0K, znajuéi da su u tom slucaju
popunjeni svi nivoi energije od nultog do nekog, maksimalnog energijskog nivoa Ep
(Fermijeva energija) koji je definisan sa:

Er
A Q(E)dE = N

Vodedi racuna o degeneraciji nivoa zbog spina elektrona, naéi jednoelektronsku gustinu

stanja Q(F) u funkciji Er i N, smatrajuéi da elektroni obrazuju idealni gas.
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— Resenje:

Za jednu Cesticu (N = 1) velifina fazne zapremine je data sa:

I'"(F) = ff daxdydzdp,dp,dp.

———
6 integrala

Hamiltonijan cestice je dat sa:

P> Pht DDl
2m 2m
odakle je:

I*(E) = f//dzdydszfdpzdpydpz—F(E) 1% fff dpodpydp,

pz+p§+p§<2mE
Integracija po impulsnom prostoru je jednaka zapremini sfere polupreénika R =
V2mE, odnosno:
. 4
I'(F) = V§7T(2mE)2
Broj mikrostanja je dat sa:

I(E) - r (B) =Y. 47r(2mE)2 @

Gustina jednoelektronskih stanja je data sa:

OI'(E 27V 3
a(e) - 2 - 2 om)

Ako su Cestice elektroni imamo degeneraciju g = 2 (zbog spina) pa je:

Jobs

0(B) = T (om) %

Koristimo uslov:

Efr
fo O(E)dE = N

Erp
f 4”‘/(2 )i EYdE =
0

4”V(2 )* 2pioN

odakle za trazenu gustinu jednoelektronsklh stanja mozemo pisati:

Zadatak 5. Fizicki sistem se sastoji od N nezavisnih razlic¢itih cestica. Svaka od njih
ima dva energijska nivoa F; i Fs takva da Fs— F; = € > (0. Odabrati pogodno osnovno
stanje i odrediti energiju sistema kao funkciju temperature.
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— Resenje: N

Ukoliko kao osnovno stanje odaberemo F; = 0 imamo da je:

E2 =€ (718)
Energiju sistema dobijamo iz:
N
E =) nje=me (7.19)
j=1

gde n; moZe imati vrednosti 0 i 1, odnosno m predstavlja broj cestica koje imaju
energiju Fs = €. Broj mogué¢ih mikrostanja predstavlja broj nacina na koji mozemo
od N cestica odabrati m Cestica sa energijom €, odnosno:

|
0. M

~m!(N -m)! (7.20)

Entropija sistema je:

N!

Ukoliko uzmemo da je N,m >> 1, koriS¢enjem Stirlingove aproksimacije, dobijamo:
S=kp[NInN-N-mlnm+m-(N-m)In(N-m)+N —-m] (7.22)

odnosno:

S=kp[NInN - (N -m)Iln(N -m)-mlnm] (7.23) @

Energiju sistema mozemo dobiti odredivanjem:

(),

koju mozemo malo izmeniti:
1 oS oS om 1(08
i === ) === 7.25
T (aE)N (3m)N(5‘E)N 6(5‘m)1\/ (7.25)

Jednostavnim diferenciranjem dobijamo:

2 e - -1 = 2 () )
€

T e LN-m N-m m
pa na osnovu toga imamo:
N -
€= kBTln( m) (7.27)
pa je energija sistema:
N - E N-E
E:me:kaTln( m):kBTln( - ) (7.28)
m € =

€

Iz prethodne relacije se u potpunosti lako moze odrediti zavisnost energije od tem-

perature, i dobija se:
N
E=—2" (7.29)

€
1+e*BT
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Zadatak 6. Fizicki sistem se sastoji od N razli¢itih spinova sa mogué¢im vrednostima
+1. Ove vrednosti odgovaraju energijskim stanjima +e. Odrediti ukupnu energiju
sistema. Raditi u formalizmu mikrokanonskog ansambla.

— Resenje: N
Neka N, predstavlja broj spinova u stanju sa energijom +¢, dok je IN_ broj spinova
u stanjima sa energijom —e. Ukupan broj spinova je N = N, + N_. Energija sistema
je data sa:
E=(N,-N_)e (7.30)

Lako se dobija da vazi:

N+:1(N+§),N_=%(N-§) (7.31)

2 € €
Broj mogué¢ih mikrostanja je dat sa:

N! N! N!

N\ (N !
b (N+) i (N,) SNAN- N NN T (VS B (v By
Entropija je data sa:
NI
s=taor =t ey ) o

Kada je N >> 1 mozemo iskoristiti Stirlingovu aproksimaciju i dobijamo za en-

tropiju: @

Y (e TY A O T E Y| R

Dalje koristimo definiciju:

1 oS
Bal e 7.35
T (GE)N ( )
i dobijamo:
1 N FE N FE
i:_kjln(f+—)+k—Bln(f—f) (7.36)
T 2e 2 2 2¢ 2 2
odnosno:
2 Pl
=1 d 7.37
ijT . ( % + % ) ( )

Iz prethodna relacije se dobija da je energija sistemas:

28e
e“Pc -1
EFE=-Ne——— 7.38
e?fe +1 (7.38)
OanSI’lOGZ 6 Owde koristimo identitet:
E = - Netanh(Se) (7.39) e
L y tanh x = 5;21‘ )

Zadatak 7. Jednodimenzionalni lanac se sastoji od velikog broja elemenata. Duzina
svakog elementa iznosi a. Krajevima lanca treba da se poveze rastojane koje iznosi
z. Elementi mogu slobodno da se okreé¢u oko spojnih tacaka. Odrediti entropiju ovog

sistema.
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— Resenje <

Na Slici 3. je prikazan lanac koji je opisan u tekstu zadatka. Neka sa N, oznac¢imo
broj elemenata slaganih (spojenih) udesno, dok sa N_ broj elemenata slaganih ulevo.
Na osnovu toga za duzinu x ¢e vaziti:

x=(Ny-Na

Broj moguéih mikrostanja je jednak broju nacina na koji se moze odabrati N,
elemenata od N elemenata:

r N! N!
~ N.J(N-N,)! N,IN.!
dok dodatno vazi:
N =N, +N_
Lako se dobija da vazi:
N.=1 (N+ E)
2 a
No=1 (N - f)
2 a
Na osnovu toga je:
- N!
WD W -2)]
Trazena entropija sistema je: @
N!
S:kBlnI‘:kBln( p z )
WD =-2)]

Rezultat se moze dodatno uprostiti ako se iskoristi Stirlinogva aproksimacija za
slucaj kada je N >> 1.

| N

X

Slika 3. Jednostavan prikaz jednodimenzionog lanca iz Zadatka 7.

| J

Zadatak 8. Fizicki sistem se sastoji od IV razli¢itih Cestica i svaka se moze naéi u
stanju sa energijom jednakom nuli ili € > 0. Pobudeno stanje ima degeneraciju d =4 a
osnovno stanje je nedegenerisano. Ukupna energija sistema je E = ne gde je n > 0, i
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predtavlja neki ceo broj. Odrediti entropiju i energiju sistema.

— Resenje N
Posto je energija data sa:
E =ne (7.40)

n predstavlja broj Cestica koje imaju energiju e. Posto je to stanje degenerisano broj
moguéih mikrostanja ée biti:

r- (]T\Z )4” (7.41)

odnosno broj mikrostanja je jednak proizvodu broja nacina da odaberemo n cestica
i stepena degeneracije za svaku od cestica sa energijom e. Entropija sistema je data

S:kglnfzkgln((i\;)yl) :kgln(n!(]\][\fin)!n) (7.42)

Dalje uzimamo da vazi N,n >> 1 i koriséenjem Stirlingove aproksimacije dobijamo:

sa:

S=kp(NInN +nln4d-nlnn- (N -n)ln(N -n)) (7.43)

®

odnosno kada zamenimo n = % imamo:
FE FE FE E E
S:kB(NlnN+—ln4——ln(—)—(N——)ln(N——)) (7.44)
€ € € € €
Dalje koristedi:
1 oS
— == 7.45
T (aE)N ( )
dobijamo:
1 kg, (4(N-%)

Lako se dobija iz prethodne relacije da je energija sistema data sa:

BN (7.47)

:
4+ekBT

Zadatak 9. Nivoi energije oscilatora frekvencije v su:
1
en=(n+ E)hy

Za sistem od N oscilatora, zanemarljive medjusobne interakcije, odrediti njegovu en-

tropiju i energiju. Raditi u formalizmu mikrokanonskog ansambla.

Resenje: W

Ukupna energija ovog skupa oscilatora je data sa:

53 (e D)oo (7.48><J@
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Mozemo energiju prikazati na sledeé¢i nacin:

E=Mhv+ %Nhu (7.49)
gde smo uveli:
N
M = Zm (7.50)
i=1

kao sumu po pojedina¢nim kvantnim brojevima. Na osnovu toga, broj mikrostanja
¢e biti broj kombinacija sa ponavljanjem koje ¢e predstavljati broj nac¢ina uzimamo
N celi brojeva n; tako da im je suma M, i taj broj je dat sa:

— —1)!
p:(N+A4 ﬁzﬁﬁiﬂégﬂ; (7.51)
M MY(N -1)!
Entropija je na osnovu toga:
(N+M-1)!
S=kpnl'=kpln| —r—F=- 7.52
B Bn(M!(N—l)! (7.52)

gde za slucaj kada su N, M >> 1 mozemo uzeti da je:

|
S:k:BlnF:k:Bln((NJrM)')

M!IN!

(7.53) O

Dodatno mozemo iskoristiti Stirlingovu aproksimaciju i na osnovu toga dobiti:

S=kp((N+M)In(N+M)-MInM-NInN) (7.54)
Dalje, koristimo definiciju:
1 oS
—==|== 7.55
T (8E )v,N ( )
koju ¢emo korisiti u modifikovanom obliku”:
LL(25) () (a5 750
T 8M V,N (9E V,N hv 8M V,.N

Koristeé¢i prethodnu relaciju dobija se:

1 ijT N+M kBT N I{EBT N
— = ln( ): ln(—+1): In
T  hv M hv hv

1z prethodnog rezultata se dOlea trazena energija sistema:

1
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8 Kanonski ansambl

Zadatak 1. Polazeci od definicije statisticke sume Z u fomalizmu kanonskog ansambla
dokazati da za toplotni kapacitet pri konstantnoj zapremini vazi:

0 0
c kpT2-2 1 Z)
v aT( ar )y
— Resenje: N
Polazimo od definicije kanonske statisticke sume:
Z(T,V,N):fe*w%’“’“”‘”dr (8.1)
r
koju diferenciramo po temperaturi:
6Z —#H(ﬁ q)
— = kpT 200 dT 8.2
oT ~ Jrkp T2 H(.qe (82)
odnosno imamo:
28 S H(p,q)
knT* o2 fH(p,q)e wpr HB.D) g (8.3)
Dalje se dobija da vazi:
1 0z
kpT? 22 fH mpr 1D g 4
7 kT orn = B.q)e " (8.4)
Srednja energija je data sa: @
1 4 s s
(H)=U = [ Hpge =" PDar (8:5)
r
odakle je:
kpT? 0Z 9
=kp T InZ)=(H) = .
O ksT? ) (n2) = (H) =U (5.6)
Za toplotni kapacitet u formalizmu kanonskog ansambla imamo:
ouy  (0(H)
Cv = (aT) (aT )V (87)
odnosno:
0 0
C kpT?—1 Z) 8.8
Vooar ( Bhar )y (®8)
sto je i trebalo dokazati.

Zadatak 2. Idealan gas od N jednoatomskih molekula nalazi se u kontaktu sa ter-
mostatom temperature 7. Odrediti entropiju ovog sistema u formalizmu kanonskog
ansambla.

— Resenje:
Hamiltonijan sistema je jednak sumi hamiltonijana pojedina¢nih molekula: W

M=

~
Il
—

H =

o, (8.9) J
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Statisticka suma sistema je data sa®:

N 3 3
_ [ -axN, =y Epid g
Zn = fre e

Dodatno mozemo pisati:

1N Epidiq
T = — f -BH, :
NN T{ r* B3

Zy

odnosno vazi:

zy'
NNt
gde je Z; statisticka suma jednog molekula. Ovako se odreduje statisticka suma

kada imamo neinteragujuéi sistem identi¢nih molekula (Cestica i sl.). Dalje odredu-

1 BEL 3 3
Z1=ﬁ‘/“/‘€ mmdpd’q
1 too g2 3

\%4 +00 2 +o0 Y +00 2
Zl = E / e_ﬁ 2m dpw f 6_5 2731 dpy f B_B 2m dpz

jemo:

= %(QkaBT)%

odnosno za statisticku sumu celog sistema dobijamo:

A

ZN VN .
= ﬁ = W(2ﬂkaT)%N

Slobodna energija se odreduje dalje kao:

F=-kgThhZz
VN 3N
F = —kBTln h37N(2’/kaBT)2

F=—kpT VY + kgTh3N + kgTIln N! - kpTln(2rmkpT) Y

oF
S=-(=
(aT)V,N

vy 3Nkg 3N
hBNN!) 5 B =5 ks In(2mmkpT)

Odredujemo dalje entropiju iz:

i dobijamo:

Szk:Bln(

8
Uvedene su oznake

dpzdpydp. i d*q = dzdydz.

d3p
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Zadatak 3. Razmatramo gas koji se sastoji od medusobno neinteragujuéih cestica, od
kojih svaka ima energiju:
€=€y+ Oép3

gde su €y i a konstante a p je intenzitet impulsa chestice. Odrediti statisticku sumu
ovog gasa. Na osnovu toga izracunati koliki rad vrsi 1 mol gasa pri adijabatskoj
ekspanziji iz stanja sa zapreminom V; i temperaturom 77 u stanje sa zapreminom Vo
i temperaturom T5. Koliko iznosi 75 nakon ekspanzije?

— Resenje: N

Hamiltonijan sistema je dat sa:

N
3
H = Zei, €; = €0 + Op;
=1

Dalje, statisticka suma sistema se odreduje kao:

1 N
Iy = [ o [ P T pid
Nh3N 211

odnosno:

vy BY, e TT 43
ZN:Wffe l1I:Idp1

Posto imamo neinteragujudi sistem statisticka suma se svodi na:

VN Be g3 N
IN = Naw (/e dp)

Prelaskom na sferni koordinatni sistem dobijamo:

47V )N © Blentan’ N
In = 4(N!h3)N ([0 -Bleorap >p2dp) ®

Uvodenjem smene u integralu:
Bap® =t, 3Bap’dp = dt

dobija se:

1 [4nVkgT _, 1V
T = — 560]
N N![ 3ah? ©

Za slobodnu energiju dobijamo:

AnVkpT

N
3ah? ) +N€0+kBT1HN!
an

F=-kpThhZy= —kBTln(

Pritisak je dat sa:

()
P="\av NV

odakle je:

pV=NkBT
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Za entropiju imamo:

OF
S=-|=—
(3T)MN

<V
3ah3

Za adijabatski proces vazi da je S = const. Sto ¢e biti zadovoljeno ako je:

odnosno:

S = ngln( kBT)+NkB kBIHN'

V -T = const.

Sto predstavlja jednacéinu adijabatskog procesa ovog sistema. Na osnovu toga za @
trazeni rad dobijamo:

Vs Va NknT Vo NknT
AW:f pdV=f ’if dV:fv NEBTV v/

2
. V1 (8.10)
- TVNk T/ —dV_ .- (7_7)
B cons T
Temperatura nakon ekspanzije iz jednacine adijabate je data sa:
T
Ty = 1V1
Va

Zadatak 4. Razmatramo idealan gas koji se sastoji od N jednoatomskih molekula.
Gas se nalazi u beskonacno visokom cilindru (osnove B) pod uticajem homogenog
gravitacionog polja. Gas se nalazi u stanju toplotne ravnoteze. Odrediti statisticku
sumu i slobodnu energiju sistema. Masa svakog molekula je m.

— Resenje: N

Hamiltonijan sistema je dat sa:

N (2
H-= — +mgz;
(5
gde z predstavlja poziciju Cestice duz ose cilindra baze B. Statisticka suma ovog

sistema je:

N
2 [ [T dpid’a: @
=1

T NN
1 -Bmgz
= NN fe 2mdpffdxdyf dz
Uvodenjem smene:
dt
fmgz=t, dz=——
pmg
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dobija se:

k:BT)N

1
Z-= 7(27rkaT)%BN(
mg

Nh3N

Slobodna energija sistema iznosi:

F=-kpThhZ

N
(2mmkpT) s BN (LBT) )

1
N!h3N mg

(. J

F = —]{BTIH(

Zadatak 5. Razmatramo sistem od NN klasi¢cnih linearnih harmonijskih oscilatora
frekvencije w. Pretpostavljajuc¢i da oscilatori zanemarljivo slabo interaguju odrediti
statisticku sumu, slobodnu energiju, entropiju i (H).

— Resenje: N

Hamiltonijan sistema je:

Statisticka suma je data sa:

Z:Nth/"'fe_ﬁHdQL--qudpl...de

odnosno, posto oscilatori zanemarljivo slabo interaguju:

1 oo Emw 2 N
" NIAN (/ e dpf )

Resavanjem integrala dobijamo:

1 ) 1 (27rkBT)N
N'hN 2m Bm‘*ﬂ T NN ﬁw " NIWN w @

Slobodna energija je:

N
F:—kBTan:—kBTln[ ! (%kBT)]

NIpN w

Srednja energija (H) se moze odrediti iz:

() - B 02
- Z 0T
a posto je poznato Z lako se dobija:
(H) = NkgT

Na kraju entropija je:

OF 1 (27kgT\N
S“(a?)v, kBN+kBln[N'hN( ” )]
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Zadatak 6. Sistem se nalazi u stanju toplotne ravnoteze sa okolinom. Dokazati da je
srednje kvadratno odstupanje (disperzija) data sa:

D(H) = kgT?*Cy

Raditi u formalizmu kanonskog ansambla.

— Resenje: N
Disperzija je data definicjom:
D(H) = (H?) - (H)” (8.11)
Srednju vrednost energije racunamo u formalizmu kanonskog ansambla po definiciji:
1
H :—fH ~BH g 8.12
(i) = [ He (312)
Diferenciranjem relacije (8.12) po S dobijamo:
8( 1 07
-9 [ gepigr - fH2 ~BH g0 8.13
86 72 93 f Pt e (8.13)
—,—/
(H?)
odakle se dalje dobija:
O(H) H2) 102 [ _BH
— =- -—— | He?"dl' 8.14
Prvo odredimo:
He —ﬂHdr) fH BHGT = —Z(H 8.15
86 ] ([ p e () (8.15)
pa imamo:
9(H) 2 1 -BH
A m —ZH[HBdF 1
55 =)+ gz [ e (8.16)
odnosno: aH
NA) 52y 4 (1) = -D(H) (8.17)
op
Toplotni kapacitet je definisan sa:
O(H) 0(H) 9P
Cv = - = 8.18
Voar T op ar (8.18)
odakle dobijamo:
1 O(H) 1
Cy=- = D(H 8.19
VIR 95 kel (H) (8.19)
pa je disperzija:
D(H) = kgT*Cy (8.20)
sto je i trebalo dokazati.

Zadatak 7. Razmatramo idealni gas koji se sastoji od N cestica u zapremini V.
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Energija cestice je data sa:
e=cp

energiju, entropiju i (H).

gde je ¢ konstanta, dok je p impuls cestice. Odrediti statisticku sumu, slobodnu

— ResSenje

Posto razmatramo idealni gas za statisticku sumu ¢ée vaziti:

_4
Yy

gde je Z; statisticka suma jedne cestice. Prvo odredujemo:

1
71 = 75 / d?’pd?’qe_ﬂH
a posto je energija Cestice H = € = cp imamo:

1 —Be
Zy = ﬁfd‘q’pdgqe Pep

odnosno prelaskom na sferni koordinatni sistem:

47V _Be
Z= =g fdppeﬁ”

Posle smene fpc =t se dobija:

47V 1 87V 1
Zy= 3 5363“3) T3 BB
pa je statisticka suma:
7 1 AN
T NIB3N 5303)

Slobodna energija je:

1 (8av\V 1 (8aV(kpT
F=-kpTlnz= ‘kBTln[Nth (ﬁ%ﬁﬂ) ] i _kBTlnlN!h?’N ( &

Entropija je:

S:—(aF) :3NkB+kBN1n(
V,N

OF 1 8V (kpT)?
oT

N3N c3
Srednja energija je data sa:
kpT?0Z
H)= —
(H) Z 0T

a posto imamo statisticku sumu, daljim rac¢unom se dobija:

(H) = 3NkT

)S)N]
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Zadatak 8. Dokazati vazenje Daltonovog zakona za smesu n idealnih gasova u for-
malizmu kanonskog ansambla.

— Resenje <

Ukoliko posmatramo smesu n idealnih gasova mi treba da dokazemo da vazi:

odnosno da je ukupan pritisak smese gasova jedak sumi pritisaka pojedinacnih
gasova u smeSi. Hamiltonijan sistema je jedak sumi pojedinac¢nih hamiltonijana
svakog gasa:

Statisticka suma je data sa:
7 = [ e BH(@P) g1
r

Dalje imamo:

n n
7= f e AL @D [T dr; =[] 2
r i=1 i=1
odnosno statisticka suma smese je jednaka proizvodu statistickih suma pojedinacnih

gasova. Na osnovu toga za slobodnu energiju se dobija:

F = —kBThlZ = —kBThl(H Zz) = —kBTanl—k:BTln ZQ—kBTan3—...—kBT1nZn

i=1

odnosno:
F=F+F+F3+..+F,

gde je slobodna energija celog sistema jednaka sumi slobodnih energija pojedina¢nih
gasova koji ¢ine smesu. Diferenciranjem prethodnog rezultata po zapremini pri
konstantnoj temperaturi i broju cestica se dobija:

(5)0n (o) (5 ) (5 ) (5
oV )rn \oV)en \oV)en \oV/)en 7 \oV )rn
odnosno za pritisak smese se dobija:

p=pL+p2+p3+..+p, O

sto je i trebalo dokazati.

(. J

Zadatak 9. N nezavisnih i neidenti¢nih cestica kre¢u se u jednodimenzionom seg-
mentu izmedu ¢ = 0 i ¢ = L. Odrediti termicku jednacinu stanja sistema iz sledeceg
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hamiltonijana za jednu cesticu:

2
H = p——aln(i)
2m

gde su o i Ly konstante. Raditi u formalizmu kanonskog ansambla.

— Resenje: N

Prvo treba da odredimo statisticku sumu ovog sistema. Posto imamo neidentic¢ne i
neinteragujuée Cestice vazi:
_ 7N
Z =2 (8.21)

gde je Z; statisticka suma za jednu Cesticu. Ona se odredduje po definiciji kao:

hf/ BHdpdq—ff "Bmdpf pain(75) (8.22)
PR I (8.23)
RV B ape1ref '

i dobijamo:

1 [2mm LoP*L 1
7z-1= = - 8.24
(h 8 af+1 Lgﬁ) ( )

Slobodna energija je data sa:

1 [omm LoB+Y 1
F=-kgTlnZ=-NkgTln| = 8.25
prm b n(h\/ E aﬁ+1Laﬂ) (8.25)

Kada imamo slobodnu energiju mozemo odrediti pritisak®:

oF NkgT a
(9% - 1+ 9
p (aL)TN L ( +kBT) (8.26)

Prethodni rezultat predstavlja trazenu termicku jednacinu stanja sistema.

(. J

pa je: N @

Zadatak 10. Posmatramo cesticu koja se krece slobodno unutar zapremine V. Dokazati
da sistem od NN ovakvih neinetragujué¢ih cestica u termodinamickoj ravnotezi, bez
obzira na oblik njihove kineticke energije ima jednacinu stanja idealnog gasa. Pret-
postaviti da je hamiltonijan separabilan.

— Resenje N

Pod separabilnim hamiltonijanom smatramo da se moze zapisati u formi:

H(p,q) =T(p)+U(q)

nalaze u zapremini V' za potencijalnu energiju cestica idealnog gasa imamo:

0 geV
U@):{ !
00 qg¢eV

gde su T(p) i U(G) kineticka i potencijalna energija respektivno. Ukoliko se Cestice @

75

Obratite paZnju na napravljenu
generalizaciju definicije za jednodi-

menziont slucaj.
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Za N neinteragujucih Cestica vazi:

> N
B ﬁ (ﬂf ¢ 5% dp.dpydp. JIJe o dqwdqydqz)

Posle integracije po gz, gy 1 g.:

h3NN| (ﬂje kBTszdpydpz)

Integracija po impulsima ¢e dati kao rezultat neku funkciju temperature 7. Ukoliko

tu funkeiju, odnosno ceo rezultat integracije po impulsima oznac¢imo sa I(T") rezultat

176 o @

VA

Na osnovu toga, slobodna energija je data sa:

je:

F=-kgTlhZz
odnosno:

VNN
F:—kBTln(thV]V'I )

__(@)
P="\ov )y

_ NkgT

Pritisak se dobija iz:

1 iznosi:

pV = NkpT

Zadatak 11. Razmatramo sistem cestica koje se nalaze u kontaktu sa termostatom
temperature 7. Cestice medusobno ne interaguju. Odrediti verovatnoéu da energija
jedne cestice bude izmedu € i € + de. Primeniti dobijeni rezultat za slucaj kada je
€= %. Raditi u formalizmu kanonskog ansambla.

— Resenje: N
Za jednu Cesticu N = 1 hamiltonijana (energije) H = e u formalizmu kanonskog
ansambla fazna gustina verovatnoce je:

1 e BH
h3 Z

(8.27)

Elementarna fazna zapremina je data sa:

1

dr a—rde (8.28)
Je

gde je g—f = Q(F) povrsina u faznom prostoru. Statisticka suma je:

1 or
—Be
Z=53 f oo (8.29)
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Stoga, izraz:
1 ePeor
=— —de
h3 Z Oe

mozemo interpretirati kao verovatno¢u da cestica ima energiju u intervalu izmedu
2

€ i € +de. Fazna zapremina za Cesticu sa € = g—m jer

dw

(8.30)

r(e):f.../d3pd3q:v {1f dpmdpydpz:V~§(2me)%7r (8.31)

p2 +p§ +p2=2me

Odatle se dobija da: @
r
or 2Vr(2m)?e? (8.32)
Oe
Na osnovu toga se dobija:

e‘ﬁE%Vﬂ'@m)% %e%de ~ e~PeJede

dw = — = T (8.33)
/ 6_66%V7r(2m)% %E%de (kpT)? 5V/T
0
sto predstavlja trazenu verovatnoéu!?. 10 Kada je poznat izraz za verovtnocu
L ) probajte da odredite srednju (oceki-
vanu) energiju koristeci definiciju:
Zadatak 12. Fizicki sistem se sastoji od IV razli¢itih spinova sa mogucé¢im vrednostima o
+1. Ove vrednosti odgovaraju energijskim stanjima +e. Odrediti ukupnu energiju é=(e)= | edw=7
sistema. Raditi u formalizmu kanonskog ansambla. 0
— ResSenje: <
Uz pretpostavku da spinovi ne intereaguju medusobno kanonska statisticka suma
N spinova je jednaka:
zZ=2z) (8.34)
gde je Z; statisticka suma za jedan spin. Ona je jednaka'l: 1 Oude smo iskoristili:
Zy= ¥ e = % 4¢P = 2 cosh(Be) (8.35) coshz = =5
m=x1
Na osnovu toga se dobija:
Z = 2N cosh™ (Be) (8.36)
Slobodna energija je: @
F=-kgTIlnZ =-NkgT1In (2cosh(Be)) = -NkgT In (2 cosh (ﬁ)) (8.37)
B
Entropija sistema iznosi:
oF N
S:—(—) :NkBTln(zcosh(L))——Etanh( < ) (8.38)
oT ) nyv kT T kT
Unutrasnja energija je na osnovu prethodnih rezultatal?: 12 Pogledajte resenje Zadatka 6. iz
prethodnog poglavlja. Primecujete li
U=F+TS=-Ne tanh(ﬁe) (8.39) nesto zanimljivo?
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Zadatak 13. Razmatramo sistem od N kvantnih harmonijskih oscilatora koje zane-
marljivo slabo interaguju. Odrediti kanonsku statistichku sumu, slobodnu energiju i
entropiju sistema.

— Resenje: N
Energije oscilatora su:
1
€n = (n + 5) hw (8.40)
Za neinteragujudi sistem neidenti¢nih oscilatora statisticku sumu dobijamo kao:

z-2) :(Zoe—ﬁfn) =(ze—6<n+;)hw) :(e—wz(e—ﬁhw)”) (8.41)

n=0 n=0

Dobija, se'?:

N N
Z= (e-ﬂ";“ 1 e Phe ) ~ ( 1 )N B 1 (8.43)
1 _e_ﬁhw e%ﬂhw e% - e# QSiIIh(%) .

Slobodna enegija je onda:

F=-kgTInZ = NkgTln (251nh(2Z:T)) (8.44)

Za entropiju se dobija:

oF Nhw hw hw
N el = " coth — Nkpln|(2sinh A4
S (aT)MN o1 (QkBT) ki n( o (QkBT)) (8.45)

gre 1 \N
Z = (67 Tm) (842)
Dodatno rezultat predstavljamo u sledeé¢oj formu®: @

Zadatak 14. Razmatramo tzv. Izingov model. Fizicki sistem ¢iji je hamiltonijan:

N-1
H=-) JiSiSin
i=1
gde su J; konstante interakcije, a velicine S; mogu uzimati samo dve vrednosti +1 i —1.
Odrediti kanonsku statisticku sumu sistema u slucaju kada indeks ¢ numerise ¢vorove
neke jednodimenzionalne kristalne resetke.

— Resenje: ~
Posto sada razmatramo jedan interagujuéi sistem ne postoje olaksice u pogledu
racunanja statisticke sume pa je ona za sistem od N ¢vorova resetke data sa:

N-1
Zy=F T .Y LA (8.46)

gde je Z7 = 2. Dodajemo jedan dodatni ¢vor pa vazi:

N-1
Znsi= Y >y ) ¢ & TSI S S (8.47)

S1=+1 Sa==+1 Sn=%1Sn4+1=%1

Sl=i1 Sg=i1 SN=i:1 @

13 Koristimo:

1
1-z

oo
2" =
JIZ::O

14 Owvde koristimo identitet:

) e _ o
sinhx = 5
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odnosno:

Ina=2ZN Y. ePINSNSNG = 7 (e_BJNSN +e’8JNSN) =Zn-2-cosh (BJn) (8.48)
Sn=+1

jer i Sy = +1 a kosinus hiperboli¢ni je parna funkcija. Efektivno prethodna relacija
predstavlja jednu rekurentnu relaciju i iz nje sledi da:

ZN=2Zn-1-2-cosh(BJn_1)

(8.49)
ZN_1 = ZN_2 -2 - cosh (6JN—2)

i tako dalje. Zakljucujemo da je statisticka suma data sa:

N-1

Zy =2" [] cosh (BJ;) (8.50)
=1

J

Zadatak 15. Sistem ima nedegenerisan spektar vrednosti energija e, = ke (k=0,1,2,...)
Odrediti srednju energiju sistema. Raditi u formalizmu kanonskog ansambla.

— Resenje

Srednju energiju sistema u formalizmu kanonskog ansambla odredujemo iz definicije:

—Bexk
() = Zehe (8.51)
Zk‘, 6*5519

odakle se lako prepoznaje statisticka sumas:

Z=3 P (8.52)
k
Diferenciranjem statisticke sume po parametru 8 dobija se:
07
_ —Bek
— =) €€ (8.53)
>

Lako se prepoznaje da vazi:

102 1 e
E%:_E;eke A (8.54)@

odnosno:

8.55
0B (8:55)
Statisticka suma datog sistema je:

oo o0 1
Z=y =y (e ) = (8.56)
k=0 k=0 l-e

Na osnovu toga srednja vrednost energije je:

d(nZ) e P efe €
E = - = . = .
(E) 0B 1-eBe eBe  efe_1 (8:57)
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9 Veliki kanonski ansambl

velikog kanonskog ansambla odrediti hemijski potencijal u i pritisak sistema p.

Zadatak 1. Idealan gas se sastoji od IV jednoatomskih molekula. Koriste¢i formalizam

— Resenje:

sumu. Polazimo od definicije:

(T, V,u) = Z eB“Nfe_BHN(ﬁ’q)dFN
N=0 Iy

odnosno:

E(T,V,n) = Y N2y
NZ0

ovakvog sistemal!®:

N

|4 3N

onda imamo da je:

_ oo N N
(T, V,p)= >, PN hBNN‘(Qﬁmk:BT) 2
N=0 :
Uvodimo oznake!6:
A=eP" Ap = h
2rmkpT

pa se dobija:

Veliki termodinamicki potencijal je dat sa:

Q= —k’BThlE = —]'CBT)\i3 = —k’BThlE = —kBT
T

<N):_(8£) :Keﬁu
o TV

Dalje odredujemo:

odakle se dobija za hemijski potencijal:

on= k’BTh’l(

Pritisak je dat sa:

_ 89 _ kBT ﬁ#
p= (av)m‘ e

AV ePry

U formalizmu velikog kanonskog ansambla prvo treba da odredimo veliku statisticku

(9.1)

(9.2)

gde smo prepoznali kanonsku statisticku sumu Zn. Posto znamo statisticku sumu

(9.3)

(9.10)

J

Zadatak 2. Polazedi od definicije za entropiju u formalizmu velikog kanonskog ansam-

80

15 Videti Zadatak 2. iz poglavlja 8.

16 P TR
Ove oznake demo koristiti i wu

narednim zadacima.
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bla i koriste¢i Kramersovu relaciju 2 = —pV dokazati vazenje relacije:

pV = kBTlnE

— Resenje: ~

Definicija entropije je data sa:

S = ~kp{ln f(5,9)) (9.11)
sto u formalizmu velikog kanonskog ansabla rac¢unamo kao:
o o~ BUHN (5,G)-1N)
S=kp Y flen " )ary (9.12)
N=07 =

Sredivanjem se dobija:

S=kpB Y, [ HyfndUn-kpfu Y, [ Nfwdly+kslnE Y [ fydly (913)
N=0FN N=OFN N=OFN

—————
(Hn)=U (N) 1 @
Imamo da je:
N
g U_MN) oz (9.14)
T
odnosno:
—kpTInZ=U-TS-u(N)=F - u(N) (9.15)
Dobijeno je da je:
Q=F-u(N) (9.16)

efektivno Lezandrova transformacija slobodne energije po broju Cestica. Koristeci
Kramersovu relaciju imamo:

pV =kpTIhz O (9.17)

Zadatak 3. Koriste¢i formalizam velikog kanonskog ansambla odrediti hemijski po-
tencijal u(T,p) za ultrarelativisticki idealni gas koji se nalazi u zapremini V.

— Resenje: N

Velika statisticka suma je za sistem od N neinteragujuc¢ih cestica ovog gasa:

== i i')\NZ{V (9.18)
N=0 4V
gde je'T:
7=t L 019
Na osnovu toga se dobija:
R 020)

81

Y7 Videti Zadatak 7. iz poglavlja 8.
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Koristeéi rezultat prethodnog zadatka imamo da je:
8TV A
pV = kpT—— (9.21)
33313 @
odakle je:
313
pc’h
=kpTIh| —— 9.22
f=rs n(ka4BT4) (9.22)

Zadatak 4. Dokazati da statisticka suma velikog kanonskog ansambla za klasi¢ni
idealni gas, koji se sastoji od N jednoatomskih molekula ima oblik:

_ eAz

(1]

Ako se gas nalazi u zapremini V koristeéi raspodelu velikog kanonskog ansambla
dokazati da je broj molekula koji se nalaze unutar male zapremine v << V' dat Poa-
sonovom raspodelom:

gde je (n) srednji broj molekula u zapremini v.

— Resenje: ~
Za idealni gas znamo da je :
2=t (9.23)
gde je:
14 3
7y = ﬁ(%rmk:BT)2 (9.24)
kanonska statisticka suma jednog molekula. Odredimo (N) po definiciji:
>N\ Zy S NAWVzy o
(N) = =2 - =L - Eaﬁ =25y (%) (9.25)
> ANZy > AVZn B
N=0 N=0
Na osnovu toga imamo da je: @
AV
T
Za podsistem u zapremini v raspodela se dobija polazeéi od:
e*ﬁ(Hn*:U’n) an
dwn = = h3nn) (927)
Vazi da je ovde:
(n)\Zy, 2 =™ (9.28)
Imamo da je:
)" 1 gy, dDy
dw = Zn el h3nn! (5:29)
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Posle integracije imamo:

)t 127y (n)”
I 030 ®
odnosno dobijena je Poasonova raspodela kao Sto je trebalo dokazati.

Zadatak 5. Dokazati u formalizmu velikog kanonskog ansambla da je disperzija D(IN)

data sa: .
D(N) = kBT(—>
o

— Resenje:
Po definiciji disperzija je data sa:

D(N) = (N?) - (N)? (9.31)

Srednja vrednost (V) se u formalizmu velikog kanonskog ansambla ra¢una po defini-

ciji ra¢una kao:
]. b ﬁ N
(N)=2 > Net¥Zy (9.32)
= N=0
dok je srednja vrednost (N?) data sa:
1 oo
(N?) == Y N2 7y (9.33)
= N=0
gde je velika statisticka suma data sa:
2= PN Zy (9.34)
N=0
Diferenciranjem prethodne relacije po hemijskom potencijalu dobijamo: @
(9.35)

oN) _ _12 0= S NePHNZy + L S NBNePHN Zy
o 22 Op o N=0

[1]]

Dodatno treba da odredimo izvod velike statisticke sume po hemijskom potencijalu

i taj izvod je:
0= &
—— =3 BNePN zy (9.36)
o Ao
Na osnovu toga se dobija:
(N 1 & > 1 &
(V) =-= Z BNeff,uNZN Z NeﬁﬂNZN += Z NﬂN@ﬁ“NZN (9.37)
a/J = N=0 N=0 = N=0
i mozemo prepoznati srednje vrednosti prethodno definisane i imamo:
1 1
(N?) (9.38)

O(N) _ _
Tu——B(N>2+/B<N2>—_kBT< 2t kT
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Iz prethodne relacije se zakljucuje da vazi:

D(N) = kBTM O (9.39)
o

Zadatak 6. Na povrsini na kojoj se nalazi Ny centara adsorpcije, adsobovano je N
molekula gasa (IV < Ny). Dokazati da je hemijski potencijal p dat sa:

-t ({20 ) )

gde je a(T) statisticka suma jednog adsorbovanog molekula. Pretpostaviti da svaki
adsorbovani molekul ima istu energiju € i da je interakcija adsorbovanih molekula
zanemarljiva.

— ResSenje N
Ako je N adsorbovanih molekula, onda postoji Ng— N slobodnih centara adsorpcije.
Sistem ima energiju Ne, i samim tim poseduje degeneraciju u pogledu broja nacina
na koji mozemo kreirati takav sistem od ukupno Ny centara adsorpcije. Statisticka
suma je data sa:

NO! —BN
Zy = —— 20 _=BNe 9.40
N T NIV - Ny € (9.40)

gde prepoznajemo statisticku sumu jednog molekula a(7) = e™#¢. Samim tim velika
statisticka suma je data sa:

Ny No No!
== AWZy= Y 0

M=o N:OM(A'“(T))N (9.41)

Lako se prepoznaje da suma u prethodnoj relaciji iznosi:
2=+ a(T))N (9.42)

Veliki termodinamicki potencijal se dobija iz definicije:

Q=-kpTln= (9.43)
odnosno:
Q=-kpTNoIn(1+A-a(T)) (9.44)
Odredimo dalje (N) iz definicije:
00 0Q O\ 00
Ny=-——" ="~ "" - _B\— 4
(V) ou OA Op b oA (9.45)

gde smo iskoristili definiciju fugaciteta:

A =elr (9.46)
Na osnovu toga, dalje imamo:
No-X-a(T)
N)=s ——= 9.47
(N) 1+ X-a(T) ( )
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1z odnosa:
@_ A-a(T) _)\-a(T)+1—1_1_ 1 (9.48)
No 1+Xx-a(T) 1+Xx-a(T) = 1+X-a(T) '
dobijamo:
1)
1+x-a(T) N
No
1+A-a(T) =
+A-a(T) No— (V)
1 (N)
A\ = A G
a(T) No —(N)
Br _ 1 (N>
a(T) No - (N)
() )
=ln| ———— | -Ina(T
=t 5 ) - macr)
Na kraju za hemijski potencijal se dobija:
(V)
=kpT|In| ———— | -Ina(T O 9.49
h=kp (“(No—uv) wa(T) (9.49)
sto je i trebalo dokazati.

10 Zadaci za vezbu

Zadatak 1. Sistem se sastoji od N molekula idealnog gasa u zapremini V. Odrediti
entropiju, termicku i kaloricku jednacinu stanja sistema, ako je poznato da je fazna

zapremina koja odgovara ovom sistemu:

3N
m 2

3N
— (2mE)2
r(%u)( )

(B, V)=V

Raditi u formalizmu mikrokanonskog ansambla.

Zadatak 2. Razmatramo skup od NN neinteragujucih, identi¢nih cestica u zapremini
V', koje imaju kineticku energiju oblika:

T(p) =ap

gde je a pozitivna konstanta, dok p predstavlja impuls cestice. U formalizmu kanon-
skog ansambla izracunati statisticku sumu ovog sistema.

Zadatak 3. Za idealan klasican gas od N molekula, statisticka suma se moze zapisati

kao:

1
Z(N,T,V) = MVNZ{V

Uz pretpostavku da se kanonska statisticka suma jednog molekula gasa moze izraziti

kao:
Z=T"
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dokazati da se toplotni kapacitet definisan relacijom:

oS
Cy=T|—
v (3T)V

za takav sistem ponasa u skladu sa relacijom:

CV :nNkB

Zadatak 4. Koristeci formalizam velikog kanonskog ansambla dokazati da vazi relacija:

=Gy

gde je Q veliki termodinamicki potencijal a p predstavlja hemijski potencijal.

Zadatak 5. Sistem se sastoji od IV identi¢nih molekula idealnog gasa, energije F,
koji se nalazi u d-dimenzionoj "kutiji" zapremine V. Odrediti entropiju, termicku i
kaloricku jednacinu stanja sistema, ako je poznato da je fazna zapremina koja odgovara

ovom sistemu:
d-N

T2
T(2 1)

Masa svakog molekula je m. Raditi u formalizmu mikrokanonskog ansambla.

Q(E,V,N)=VVN (2mE)“

Zadatak 6. Razmatramo sistem od N razli¢itih neinteragujuc¢ih cestica, koje se mogu
naci u tri energijska stanja sa energijama Fq =0, Ey = € i E3 = 2e. Kanonska statisticka
suma jedne Cestice je data sa:

e _ __2e
Zy=1+e *BT +¢ k5T

Odrediti srednju energiju ovog sistema, koriste¢i formalizam kanonskog ansambla.

Zadatak 7. Idealan gas, u zapremini V', koji se sastoji od N identi¢nih jednoatom-
skih molekula nalazi se u kontaktu sa termostatom temperature 7'. Odrediti toplotni
kapacitet sistema Cy, ako je kanonska statisticka suma jednog molekula data sa:

\% 3
Z1 = ﬁ (27kaBT)2

Masa svakog molekula je m. Raditi u formalizmu kanonskog ansambla.

Zadatak 8. Razmatramo skup od NN neinteragujuéih, identi¢nih cestica u zapremini
V', koje imaju kineticku energiju oblika:

T(p) = ap’

gde je a pozitivna konstanta, dok p predstavlja impuls cestice. U formalizmu kanon-
skog ansambla izracunati statisticku sumu ovog sistema.
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Zadatak 9. Odrediti entropiju S(E,V, N) idealnog gasa sa N klasi¢nih monoatom-
skih cestica, energije F, koji se nalazi u d-dimenzionoj "kutiji" zapremine V. Odrediti
kaloricku i termicku jednacinu stanja, podrazumevaju¢i da je N >> 1. Raditi u for-
malizmu mikrokanonskog ansambla.

Zadatak 10. Razmatramo sistem koji se sastoji od N nezavisnih jednodimenzionih
harmonijskih oscilatora sa frekvencijom w, masom m, i pod konstantnim uticajem
gravitacionog ubrzanja intenziteta g duzpravca oscilovanja. Hamiltonijan jednog os-
cilatora je dat sa:

2

H="—+_-mw’¢®+m
om 9 q 99

gde je p impuls, a ¢ prostorna koordinata oscilatora. Odrediti kanonsku particionu
funkciju ovog sistema kao i njegovu slobodnu energiju.

Zadatak 11. Posmatramo sistem koji se sastoji od N cestica koje imaju spin 1/2.
Cestice se nalaze u magnetnom polju jacine h. Cestice su fiksirane u svojim pozicijama
i poseduju magnetni moment p. Hamiltonijan takvog sistema je dat sa:

N
H = —[Lh ZO’i
i=1

gde su o; = +1. Odrediti entropiju, energiju i toplotni kapacitet sistema. Raditi u
formalizmu mikrokanonskog ansambla.
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Kvantne statistike i ansambli

11 Kvantne statistike

Zadatak 1. Dokazati da za idealan nerelativisticki gas vazi:

9 11. Kvantne statistike

ukoliko se Cestice gasa opisuju Fermi-Dirakovom statistikom.

— Resenje: <

Za cestice opisane Fermi-Dirakovom statistikom velika statisticka suma je data kao:

E=TT(1+ePlermm) (11.1)
f

Na osnovu toga veliki termodinamicki potencijal je dat sa:

Q=-kpTInE=-kpT Y In(1+e )= —% Nn(1+e ) (11.2)
7 7

Dalje, vr$imo prelazak sa sume na integral'® i dobijamo: 18 Kontinualna aproksimacija
14 —B(i—u)
Q= [ 1+ 11.3
g p (11.3)

Prelaskom na sferni koordinatni sistem imamo:

0= 4ﬂvfp2ln(1+eﬁ(2pm#))dp (11.4) (1)
0

T
Uvodedéi: .
p=+/2mep,dp=2"3m2e,%de, (11.5)
dobijamo:
iV [ 1
o _5% [ 2meyln (14 eH )2 dmbe e, (11.6)
0

Velika statisticka suma za kvantni ansambl je definisana sa:

E= 3 S AN FENn N =P (11.7)
N=0 n
Odredimo sledeéi izvod:
(aj) = 3 DAV (-Bxn)e PN = -E(E) (11.8)
65 AV N=0n
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Na osnovu prethodnog rezultata vazi:

_ 105\ _ (omE)\ _(9(59)
(B = E(aﬁ)w ( 95 )W ( 95 )W

z (11.6) dobija se da vazi:

4V
B=- 7T f2mepln(1+e Alep= “))2 Imie 2dep

BQ=-VC f e2 In (1+Xe ) de,
0

gde je uvedena oznaka:

4 1 1
C= 2—;/27712_51715

Na osnovu (11.9) i koristeéi (11.10) dobija se:

~ ep( ep))\e Bep
--ve [ 1+ e P dep

odnosno:

oo 1 fe
--ve [ % laler, ie ch
1+ dePer Lep 1+ 5 656?
0 e
Odredujemo pritisak koristec¢i definiciju:
B ( o0 )
b= ov T,p

i dobijamo na osnovu (11.10):

C 1
Ef €2 In (1+Xe ) de,
0
Vrsimo parcijalnu integraciju prethodne relacije koristeci:
1
u=In(1+Xe "), dv = e de,
i dobijamo:

co 3
2 € e Per

P=3 J 1+ he e

odnosno:

2 €2 e Per  Lef
p=-C L " P /
3 J 1+ de Per )\ejfv 3 1+ eﬁep

Poredenjem relacija (11.13) i (11.18) zaklju¢ujemo da vazi:

sto je i trebalo dokazati.

(11.9)

(11.10)

(11.11)

(11.12)

(11.13)

(11.14)

(11.15)

(11.16)

(11.17)

(11.18)

(11.19)
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Zadatak 2. Dokazati da za idealan nerelativisticki gas vazi:

ukoliko se Cestice gasa opisuju Boze-Ajnstajnovom statistikom.

— ResSenje: N
Za Cestice opisane Fermi-Dirakovom statistikom velika statisticka suma je data kao:

Z=TI(1-ePerm)™ (11.20)
!

Na osnovu toga veliki termodinamicki potencijal je dat sa:

Q=-kpTInE=kpT ) In(1-e )= % S n (1 - e Plermm) (11.21)
f f

Dalje, vrsimo prelazak sa sume na integral. Ovde treba primetiti da kada u — 0,
¢lanovi koji odgovaraju impulsu p # 0 postizu velike vrednosti. Posto integracija u
impulsnom prostoru u tacki p # 0 ne daje doprinos ova ¢lanove je potrebno prikazati
u vidu odvojenog sabirka, kako bi prelaz sa sume na integral bio korektan. U tom

slucaju zapisujemo:

Q

= l1n(1—A)+l S In(1-ePlerm) (11.22)
B P£0

a prelaz sa sume na integral je dat sa:
|4 p? .
ﬂQzln(l—)\)+ﬁfln(l—e’ﬁ(m’“))d% (11.23)

odnosno posle prelaska na sferni koordinatni sistem:

(o)

2
BQ:ln(l—/\)+Zilr—gv[pgln(l—e_ﬁ(%n_“))dp (11.24)
0

Ostatak proracuna je u potpunosti identican rezultatima veé¢ prikazanim u prethod-
nom zadatku tako da ovde nema potrebe da dalje raspisujemo resenje. Lako se dolazi
do zakljucka da ¢e i ovde da vazi:

pV=2(E) O (11.25)

sto je trebalo dokazati.

Zadatak 3. Idealni gas od N bozona nalazi se u zapremini V. Neka N oznacava
broj cestica u najnizem jednocesticnom stanju €y = 0(p = 0) a N7 broj ¢estica u svim
ostalim stanjima (p # 0). Dokazati da je hemijski potencijal negativna nerastuca
funkcija temperature.




KVANTNE STATISTIKE

— Resenje: N
Ukupan broj cestica je odreden relacijom:
N = Z L (11.26)
- 7 eBles—1) — 1 ’
odnosno: 1 1
N = - +ﬁ;} = Ny + Ny (11.27)
Imamo efektivno da je N = N(u,T) odakle za N = const. vazi:
ON
dp o1
ou
Dobija se da je: @
ey JFpTT
_k:BHT e tB% ku; 7+ ”ZO = kBg
d/JI (e B —1) p#U [e*B —1)
or N — (11.29)
dT ﬁe’kBT le(,kBT
T >+ Y T 3
(ekBT—l) p+0 (e’“BT—l)
Na osnovu prethodnog izraza zakljucuje se da vazi;
d
d%; <0 O (11.30)
sto je i trebalo dokazati.

Zadatak 4. Dokazati da ako se relacija:

1

)= e e

moze aproksimirati Bolcmanovom formulom:
(ns) ~ e Ples=h)
da je:
h
V2rmkpgT

identi¢nih cestica mase m koje Cine idealni gas mnogo manja od srednjeg rastojanja

Ar =

medu cCesticama.

— Resenje: N

Navedena aproksimacija vazi kada je:

Blef—p)>>1 (11.31) @

odnosno kada:
(ef —p) >> kT (11.32)
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Posto su nivoi €y fiksirani mora da p < 0 odnosno da vazi:
eTBT << 1 (11.33)
Odredujemo:
Vol s ATV [ _aist
N = Z("ﬁ) = ﬁ[e Blep “)d?’p: En fe Blam ‘)dep (11.34)
Iz 0
Posle smene p = |/2me, dobija se:
47V : ro
N = 23 232 e f eZe P de, (11.35)
’ @
Resavanjem se dobija:
% 2 1
N:ﬁ(Qﬂ'mk:BT)SeB“:eB“E (11.36)
. . . . . 3_V . .
Definisanjem srednjeg rastojanja d iz d” = § dobija se:
/\3
d—g = efr (11.37)
Koristedi (11.33) imamo da je:
Ar<<d O (11.38)
sto je i trebalo dokazati.

Zadatak 5. Odrediti fluktuacije broja chestica definisane sa:

0
D(N) = kBTa (Zf:(nﬂ)

za kvantni idealni gas fermiona, tako da su izrazhene preko srednjeg broja popunjenosti

jednochestichnih energijskih nivoa.

— Resenje: ~

Polazimo od definicije srednjeg broja popunenosti energijskih nivoa fermiona:

1
ng)=) ————— 11.39
zf:( f) zf:(fﬁ(e_“) i1 ( )

®

Diferenciramo prethodnu relaciju po hemijskom potencijalu i dobijamo:

eBle=n)
o (Z<nf>) -y (11.40)

I I3 (65(€—M) + 1)2
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Prethodni rezultat éemo malo modifikovati:
o) Beflem 11— 1
< npyl=V"CF0——
o ; P F (estem 1)
0 ePle=r) 41 1
— | 2ins) =8 ( -
op 2 Blem) + 1) (eBlem) +1)
! FA(ermm 1) (et 1) (11.41)
1o} 1 1
< n -
ou zf:( 7 5;(65(6 m) +1 (eﬂ(e—u)+1)2) @
9 2
P YAns) | =82 ((ng) = (ns)?)
AW f
Na osnovu toga se dobija:
0
D(N)=kpT— Z Z ng) (1-(ny)) (11.42)
O \F f

Zadatak 6. Za kvantni idealni gas fermiona odrediti izraz za entropiju, izrazenu preko
srednjeg broja popunjenosti jednocesti¢nih energijskih nivoa.

— Resenje: N
Za fermione vazi: 1
Veliki termodinamicki potencijal je:
0=--1 Sin (1 +ePlerm) (11.44)
BT
Odredjujemo entropiju koristeéi definiciju:
o0 o0 op
S:_(i) __9RLob 11.45
T v, op aT ( )

odakle se dobija:

7 7 1 + e’ﬁ(eff:u’)

— ) Blesm)
S=kp (Zln(1+e—ﬁ<€f—“>)+ﬂ2 (s = e Pt ) (11.46)

Iz (11.43) dobijamo:

L-(ns) _ stes-m (11.47)
(ng)
odnosno: )
5(ef_u):1n( er(:)H) (11.48)

Izraz za entropiju na osnovu toga se moze lako zapisati u obliku:

S=kp (— D Ang)nfng) = 3 5(=1+ (ng)) In(1 - (W))) (11.49)

f
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Zadatak 7. Za idealni fotonski gas, koji se nalazi u Supljini, naci srednji broj fotona
u jedini¢noj zapremini i unutrasnju energiju po jedinicnoj zapremini. Uzeti da je
degeneracija g = 2.

— ResSenje: N

Za fotonski gas za koji je u =0 imamo:

1

] (11.50)

(np) =

Srednji broj fotona je dat sa:

(N) =g (np) (11.51)

P
Dalje se racuna:
\% d3p
(N) ”ﬁf e (11.52)
Prelaskom na sferni koordinatni sitem i smenom p = hT“ dobija se: @
(N) 1 1 f‘x’ x? 4
— = dr ~T 11.53
Vo w23 B3h3 Jo er -1 * ( )
Unutrasnja energija se odreduje kao:
U=g ep{np) (11.54)
D

Sprovodenjem sli¢nog ra¢una kao prethodno dobija se:

4
~T 11.55
y (11.55)

Zadatak 8. Dokazati da je unutrasnja energija idealnog Boze-ovog gasa data sa:

3
3 2rmkpT\2 & Pt
U=k TV(—) - 11.56
28 ) ABE (11.56)

kada je degeneracija slaba (g = 1).

— Resenje: ~

Unutrasnju energiju odredujemo polazeéi od:

U =Y eslng) = S (11.57)

ﬁ eﬁ(ep‘*l") —_ ]_

Prelaskom na kontinualnu aproksimaciju dobijamo:

V 6;,3 3
U:ﬁfieﬂ(eﬁw)_ldp (11.58)
ili za dati idealni gas:
Vore 21)72 2
U:—f TR 11.59
e 66(%_M)p p ( )
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Koriséenjem smene:

p
€=-—
2m
p=2me (11.60)
dp=(2)" 22 qe
Dobijamo dalje:
2nV
U= - (2m)? f eﬂ<€ — (11.61)
Dalje se koristimo razvojem:
1 S n
BRI N
1-2 HZ:%)
1 oo
- - 1 + n
1-2 r; v
(11.62)
1 1 i n
—-1=>z
1-z n=1
x X n
-z ,; ’
Izraz pod integralom (11.61) izmenimo:
1 —Ble=p) -B(e-p)
€ ¢ (11.63)

i koriSéenjem (11.62) dobijamo:
e~ Ble—p) =
i=1

Dalje za unutrasnju energiju dobijamo:

U= 22-3‘/(277’1)3/2 f 3/2 Zel,ﬁ(u e)d
0

$to je i trebalo dokazati.

eBlen) e Blen) 11— e Blen)

Ble—i !
m22(66( u))z

3 eflme) (11.64)

(2 )3/22655;4[ 312 Ble g,

(11.65)
Uvodenjem smene:
Ble=x
d 11.66
de =2 ( )
Bl
dobijamo za unutrasnju energiju:
2rV 3/2 elom ® 3/2 -a
U:T( m) 255/2l5/2f xl%e  dx
——
r($)=4vr (11.67)
3
3 2rmkgT \2 & Pl
U=tV (FR) L
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Zadatak 9. Stanje termodinamicke ravnoteze kristalne resetke od N atoma, koja
osciluje, priblizno je ekvivalentno stanju od 3N neinteragujuc¢ih identichnih kvantno-
mehanickih oscilatora. Postoji:

Z—ngdw, w < Wwp
dny, =1 “p (11.68)
0, W >Wwp.

oscilatora sa frekvencijom izmedu w i w + dw. Debajevu frekvenciju wp dobijamo iz:
wp
f dny = 3N (11.69)
0

Odrediti toplotni kapacitet kristalne recetke.

— Resenje: ~

Energija harmonijskog oscilatora nam je poznata i daje se kao:

1 1

Srednju energiju bismo odredili kao:

oo w 1 1 N
:f Ednw:f th(7+7)9—w2dw
0 0 2 e -1/ wh i
9N rwp 1 1 9 (IL.71)
=3 / hw (* + T) wdw
wy, Jo 2 efhw -1
Toplotni kapacitet je dat sa:

_(AE)) _AHE)OB . 5 OE)
(JV—(aT) - 05~ 75 (11.72)

Za toplotni kapacitet dobijamo:

(11.73)

N 2 w 4 Bhw
= kBﬂzg h f e 5 dw
D 0 (eﬂhw _ 1)

Uvodenjem smene:

Bhw =x
o
w = Ao (11.74)
th TD
A =D
Phwp = r =T

gde smo uveli i tzv. Debajevu temperaturu Tp. Dobijamo na kraju posle uvodenja
smene izraz za toplotni kapacitet kristalne resetke:

ONky [
Cy = =5t 5323f (11.75)

koji se moze analizirati za slucaj niskih i visokih temperatura.

. 29Nh6 1
Ov =k s () et a) ®
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12 Zadaci za vezbu

Zadatak 1. Odrediti fluktuacije broja cestica definisane sa:

0
D(N) = ksT (gfj(nf>)

za kvantni idealni gas bozona, tako da su izrazene preko srednjeg broja popunjenosti
jednocesticnih energijskih nivoa.

Zadatak 2. Za kvantni idealni gas bozona odrediti izraz za entropiju, izrazenu preko

srednjeg broja popunjenosti jednocesticnih energijskih nivoa.

Literatura

[1] Bozidar Milié, Sava Milosevié, Ljiljana Dobrosavljevié, Zbirka zadataka iz teorijske fizike III
deo - Statisticka fizika, Naucna knjiga, Beograd (1979).
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13 Programi

Zadatak 1. Napraviti program koji pravi procenu apsolutne greske Stirlingove aproksi-
macije za razne vrednosti V.

Resenje:

from math import =
N_vrednosti=[10,200,2000,20000,200000
print ("N \t log(N!) \t\t Nxlog(N)-N \t\t Apsolutna greska")

for i in N_ vrednosti:

print (str(i)4+’\t +str(log(factorial (1)) )+ \t +str(i*xlog(i)—i)+ \t +str(

abs(log(factorial (i))-(ixlog(i)-i)))

Rezultat programa je:

N log (N!) Nxlog (N)-N Apsolutna greska

10 15.104412573075516 13.02585092994046 2.078561643135055
200 863.2319871924054 859.6634733096073 3.568513882798129
2000 13206.524350513806 13201.804919084165

20000 178075.62173719867 178069.75105072255
200000

4.71943142964119

5.870686476118863
2241221.551081307 2241214.529106035 7.021975272335112
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14 Poasonov integral

14. Poasonov integral
oo 2 15. Diferenciranje po parametru
I= f dxe™ (14.1) 16. Faktorijel
e 17. Gama funkcija
Kvadrat integrala je: 18. Integral ¢

Resavamo integral:

12:f dxe_g”2f dye"yQ:f f dxdye_(’”2+y2) (14.2)

Prelaskom na polarne koordinate:

T = psine
Y =pCcos (14.3)

£2+y2=p2

i koris¢enjem Jakobijana transformacije imamo:

2m oo
I? = / dap/ dppef”2 =7 (14.4)
0 0

Na osnovu toga lako se zakljucuje da je resenje Poasonovog integrala:

/_ : dze™ = /7 (14.5)

Mozemo napraviti i jednu jako korisnu generalizaciju uvodenjem odgovarajuéeg parametra:

/ dze ™ = \/f (14.6)
—oo «

Sto se lako dokazuje.

15 Diferenciranje po parametru

Polazimo od:

f dze=o = [T (15.1)
—o0 «

Prethodni izraz éemo diferencirati po parametru a:
0 oo 2 0 [7
— dre™® = —y/— 15.2
19e" [oo daV a ( )
i dobijamo:

3

o0 1
—f dza2e " :—§ﬁa_5 (15.3)

odnosno kao resenje integrala imamo:

f dez?e o = goﬁ% (15.4)
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Nastavljanjem diferenciranja po parametru novodobijenog integrala moze se lako pokazati

da vazi:

i mnogi drugi proracuni.

16 Faktorijel

Neke korisne relacije faktorijela:

< 4 —azx? 3 -5
dxx”e =" /ra?
oo 4
Lako se mogu napraviti generalizacije za npr. vrednost o = 1 kada imamo:

N

/ dxx e ™
— 00

@2n-1)=]](2k-1)
k=1

17 Gama funkcija

M=7.5-3-1

2!l = T (2k)
k=1

8N=8-6-4-2

2n)l=(2n)N(2n - 1)N

2

In=0'+1l+...+(n-1)!

Definicija Gama funkcije se obi¢no daje u obliku:

Korisne osobine Gama funkcije:

Odredimo dalje:

'

Dalje, lako se odreduje:

18 Integral ¢

Odrediti reSenje integrala:

1

2

)

I'(x) = f t* e tat
0

I(z+1)=2al(z)

I'(n)=(n-1)!

oo _l _t oo _12
[ t 2e dt:2[ dze =
0 0

—_———

smena t=x2

15

.1'3

et -1

RICORT

VT

(15.5)

(15.6)

(16.1)

(17.1)

(17.2)

(17.3)

(17.4)

(18.1)
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Resenje odredujemo na slede¢i nacin:

3 3 —-x
f ——dz = f ———dzx
0o er-1 0 et-1le®

- Z " dazte (18.2)

smena nx=t

st o) 3
:Zf dit L

n n3
= Z f dit’e™
=C(HT'(4)
o
90 15

gde smo resenje trazenog integrala dobili preko Rimanove Zeta funkcije i Gama funkcije.



	Predgovor
	I Fenomenološka termodinamika
	Termodinamika
	Zadaci za vežbu
	Literatura

	II Elementi teorije verovatnoce
	Osnove teorije verovatnoce
	Zadaci za vežbu
	Literatura

	III Fazni prostor
	Fazni prostor
	Zadaci za vežbu
	Literatura

	IV Statisticki ansambli
	Mikrokanonski ansambl
	Kanonski ansambl
	Veliki kanonski ansambl
	Zadaci za vežbu
	Literatura

	V Kvantne statistike i ansambli
	Kvantne statistike
	Zadaci za vežbu
	Literatura

	VI Programi i numerika
	Programi

	VII Jedan matematicki minimum
	Poasonov integral
	Diferenciranje po parametru
	Faktorijel
	Gama funkcija
	Integral 


